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Intisari: Dalam makalah ini dibahas mengenai dapat-tidaknya ruang-waktu fisis mengalami perubahan topologi spa-

sial. Ruang topologis atau manifol yang tidak kompak selalu dapat dijadikan sebagai ruang-waktu fisis. Sementara

manifol kompak dapat dijadikan sebagai ruang-waktu fisis hanya bila karakteristik Euler-nya sama dengan nol. Untuk

ruang-waktu kompak tanpa batasan M berdimensi genap ((d + 1) genap) dengan ΣI dan ΣF adalah kobordan bak-

ruang, perubahan topologi spasial dapat terjadi apabila karakteristik Euler bagi M sama dengan nol, χ(M) = 0, se-

dangkan untuk (d + 1) gasal, perubahan topologi dapat terjadi jika dipenuhi kaidah seleksi Reinhardt-Sorkin, yaitu

χ(ΣI) = χ(ΣF ). Meskipun dapat dilakukan pengeliminasian kaedah Reinhardt-Sorkin untuk dapat terjadinya per-

ubahan topologi bagi ruang-waktu berdimensi gasal, namun pengeliminasian itu masih menyisakan beberapa batasan

yang cukup tegas. Batasan itu muncul terkait dengan kehadiran kurva bak-waktu tertutup (sepanjang ruang-waktu

kompak) untuk setiap perubahan topologi yang terjadi.

Kata kunci: ruang-waktu fisis, perubahan topologi spasial, karakteristik Euler, kaedah Reinhardt-Sorkin

Abstract: This paper discuss to whether or not a physical space-time come through spatial topology changes. A

topological space or a noncompact manifold can always as physical space-time. While a compact manifold can be

a physical space-time only if its Euler characteristic is zero. For a compact space-time without boundary M having

even-dimension ((d + 1) is even) with ΣI and ΣF is a space-like cobordan, a spatial topology change can occur if the

Euler characteristic of M is zero, χ(M) = 0. Whereas for (d + 1) is odd, the topology change can occur if it obey the

Reinhardt-Sorkin selection rule, namely χ(ΣI) = χ(ΣF ). Although we can eliminate the Reinhardt-Sorkin selection rule

in order to a topology change can occur for odd space-time dimension, the eliminating it still leaves some restrictions.

The restrictions appear related to the presence of closed time-like curves (along the space-time is compact) for any

topology changes that occur.
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1 PENDAHULUAN

D i dalam makalah ini dibahas topik yang ter-
kait dengan dapat-tidaknya ruang (atau ruang-

waktu) fisis mengalami perubahan topologi1.
Apakah perubahan topologi ruang (atau ruang-

waktu) dapat terjadi di dalam fisika? Pertanyaan
ini lebih umum daripada sekedar pertanyaan dapat-
tidaknya ruang dibagi menjadi dua atau lebih ruang
lain [1]. Jika ruang dibagi-bagi maka jelas akan ter-
jadi perubahan topologi. Meskipun demikian, tidak
perlu harus terjadi sebaliknya. Dengan kata lain, per-
ubahan topologi ruang tidak perlu harus ada pemba-
gian ruang. Misalnya, perubahan topologi dari ruang
tersambung sederhana menjadi tersambung tak seder-
hana, misalnya perubahan S3 menjadi S1 × S1 × S1,

1Pada bahasan ini, istilah perubahan topologi yang dimak-
sud adalah perubahan topologi spasial.

tidak melibatkan pembagian ruang.
Beberapa pertanyaan berikut juga cukup penting

untuk dikemukakan di sini terkait dengan sejumlah
keadaan yang secara fisis kondisinya cukup berbeda.
Misalnya, munculnya zarah topologis (geon) yang ke-
hadirannya tidak lebih daripada munculnya ruang
(atau ruang-waktu) yang mempunyai sifat topologis
tertentu. Karena itu, jika dianggap zarah menem-
pel di dalam ruang maka pertanyaan mengenai dapat-
tidaknya cacah zarah berubah tak lebih dari per-
tanyaan apakah topologi ruang dapat berubah? Per-
tanyaan yang lebih provokatif lagi, dapatkah mesin-
waktu dibangun? Membangun mesin-waktu berarti
menciptakan kurva bak-waktu tertutup, katakanlah
dengan menciptakan lubang cacing, karena itu, satu
cara penciptaannya adalah dengan mengubah topo-
logi ruang di dalam daerah terhingga, sehingga dapat
dihasilkan kurva bak-waktu tertutup.

c© 2010 FMIPA Universitas Sriwijaya 13304-19



Bama/Perubahan Topologi Spasial . . . Jurnal Penelitian Sains 13 3(B) 13304

Akhirnya, pertanyaan dapat-tidaknya topologi
ruang (ruang-waktu) berubah sangat diperhatikan
dalam ranah gravitasi kuantum. Misalnya teori dawai,
teori Kaluza-Klein, teori medan kuantum topologis,
teori gravitasi kuantum Euclid, dan berbagai teori
lain, sungguh tak dapat mengelak dari keharusan di-
gunakannya konsep perubahan topologi.

2 PERUBAHAN TOPOLOGI SPASIAL;
TINJAUAN MATEMATIS

Tinjauan matematis mengenai perubahan topologi
telah banyak dikenal, baik oleh para matematikawan
maupun fisikawan. Di dalam fasal ini akan diulas
kembali beberapa hal penting yang terkait dengan
perubahan topologi (secara matematis) sebagaimana
yang telah disinggung di dalam makalah penulis [2].

Diberikan sepasang ruang topologis ΣI dan ΣF
berdimensi-d, dengan ΣI tΣF , yang merupakan pem-
batas bagi ruang-waktu topologis M berdimensi-(d +
1) (ΣI t ΣF adalah gabungan atau serikat (union)
saling asing antara ΣI dan ΣF ). Jika ΣI dan ΣF ada-
lah manifol diferensiabel berdimensi-d kompak tanpa
batasan maka keduanya dikatakan “kobordan” jika
terdapat manifol M berdimensi-(d + 1), dengan ΣI
dan ΣF sebagai batasnya. Lebih jauh lagi, dapat
pula dibangun polinomial berderajat d di dalam ke-
las Stiefel-Withney maupun kelas Pontrjagin. Dengan
mengambil produk skalar bagi masing-masing kelas
itu dengan lingkaran orbit (kelas homologi) fundamen-
tal bagi manifol, dapat diperoleh bilangan karakteris-
tik, yaitu bilangan wi ∈ Z2 (disebut bilangan Stiefel-
Withney) dan pi ∈ Z (disebut bilangan Pontrjagin)
berturut-turut untuk kelas Stiefel-Withney dan ke-
las Pontrjagin. Kobordisme membentuk kaitan kese-
taraan, karena itu dua manifol adalah kobordan jika
mereka berada di dalam kelas kobordisme yang sama
[3]. Manifol berdimensi-(d + 1) itu ada (untuk kasus
kobordisme terorientasi) jika semua bilangan Stiefel-
Whitney wi dan juga bilangan Pontrjagin pi untuk
kedua ruang batas (ΣI dan ΣF ) adalah sama, yaitu
wi(ΣI) = wi(ΣF ) dan pi(ΣI) = pi(ΣF ) dengan i
menunjukkan kelas Stiefel-Withney (Pontrjagin) ke-i
[4,5,6].

Didefinisikan fungsi kontinu surjektif w : M −→
I = [0, 1] (disebut sebagai “fungsi Morse”), yang mem-
bawa sebarang titik di M ke satu nilai di dalam inter-
val waktu t. Fungsi itu diharapkan merupakan para-
meter irisan waktu (time-slicing) di dalam M [7], jadi
dapat diambil satu kondisi sedemikian hingga him-
punan semua titik Mt ≡ {x ∈ M | w(x) = t} mem-
bentuk sub-ruang spasial berdimensi-d bagi M . Di
samping itu juga disyaratkan M0 = ΣI dan M1 =
ΣF , sehingga ruang-waktu topologis M dapat meru-
pakan irisan waktu dan dapat diwakili oleh ”gabungan
tersambung halus” (smoothly connected union) bagi

irisan/potongan (slice) spasial Mt

M =
⋃
t

Mt. (1)

Di dalam kasus yang melibatkan perubahan topo-
logi, terdapat sedikitnya dua interval t bersesuaian
dengan dua Mt yang tidak homeomorfis. Selain itu,
beberapa Mt dapat mengandung satu atau lebih si-
ngularitas. Mt yang mengandung singularitas itu di-
katakan sebagai irisan singular dan dilambangkan de-
ngan Mc. Titik singular (di dalam Mc) adalah titik
kritis p bagi w yang merupakan fungsi kontinu surjek-
tif dan nilai w(p) disebut nilai kritis bagi w [8]. Pada
titik khusus itu hasil pemetaan terinduksi di dalam
ruang tangen w∗ : TMp −→ TRw(p) adalah nol, jadi
∂w(p)/∂xi = 0 untuk semua xi, dengan (x1, ..., xd+1)
adalah koordinat lokal di sekitar p. Bayangan (image)
himpunan titik kritis bagi w mempunyai ukuran nol di
dalam I, karena itu mereka merupakan titik terisolasi.
Hal itu berarti bahwa irisan singular hanya ada pada
satu tempat terisolasi pada t, sehingga baik sebelum
maupun sesudah irisan singular itu, Mt merupakan
manifol.

Gambar 1: Perubahan topologi spasial, ΣI adalah topo-
logi spasial saat mula-mula, sedangkan ΣF saat akhir, yang
menunjukkan ruang batas bagi M dengan I = (0, 1) men-
cirikan selang waktu antara keadaan awal dan akhir. a)
Cakram berubah menjadi cakram berlubang satu dengan
kedua ruang batas tersambung lintasan. b) Sebuah cakram
pecah menjadi dua cakram yang ruang batas atasnya tak
tersambung lintasan

Titik kritis p tak merosot (non degenerate) jika dan
hanya jika matriks Hessian Ωij = ∂2w(p)/∂xi∂xj tak
singular (ketakmerosotan itu tak tergantung pada sis-
tem koordinat) [9]. Jumlah swanilai negatif matriks Ω
didefinisikan sebagai indeks λ (disebut indeks Morse)
bagi titik kritis p. Titik kritis yang tak merosot selalu
ada pada tempat terisolasi di dalam M . Di samping
itu, dimungkinkan untuk mendeformasi atau meng-
hampiri w sehingga tak lagi mempunyai titik kritis
merosot. Karena itu, untuk M tertentu, dapat dipilih
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satu fungsi w, sedemikian hingga titik singular hanya
terletak pada tempat yang terisolasi.

Irisan singular Mc yang mengandung sejumlah
k titik kritis tak merosot p1, ..., pk dengan indeks
masing-masing λ1, ..., λk, mempunyai jenis homotopi
yang sama seperti Mc−ε

⋃
f1

cλ1
⋃
· · ·

⋃
fk

cλk , dengan
ε adalah bilangan real positif cukup kecil. cλi ≡{
x ∈ Rλi

∣∣ ‖x‖ 6 1
}

adalah sel ke-λi dengan batas
Sλi−1 ≡

{
x ∈ Rλi

∣∣ ‖x‖ = 1
}

yang dilekatkan pada
Mc−ε oleh fungsi yang sesuai, yaitu fi

[8]. Ditinjau
M(t1,t2) ≡ {x ∈ M | t1 6 w(x) 6 t2} yang merupakan
subruang bagi M di dalam interval t1 6 t 6 t2. Jika
hanya ada satu nilai kritis c bagi w di dalam inter-
val itu, maka Mc adalah tarikan deformasi (deforma-
tion retract) bagi M(t1,t2)

[4]. Lebih jauh lagi, terdapat
pemetaan kontinu surjektif rt dari Mt6=c ke Mc. Untuk
setiap titik kritis dengan indeks λ di dalam Mc terda-
pat subruang di dalam M(t1,t2) yang dipetakan oleh
rt ke titik kritis tersebut. Jika t < c dan t > c maka
subruang bagi Mt homotopis berturut-turut dengan
Sλ−1 dan Sd−λ. Jika w tidak mempunyai titik kri-
tis di dalam interval t1 6 t 6 t2 maka Mt (dengan
t1 6 t 6 t2) adalah tarikan deformasi bagi M(t1,t2).
Semua irisan spasial Mt di dalam interval ini juga
mempunyai jenis homotopi yang sama, jadi sub-ruang
bagi M tersebut berbentuk kanonik. Pada kasus yang
terakhir terdapat pemetaan bijektif (pemetaan satu-
satu) kontinu di antara dua Mt.

3 SYARAT TOPOLOGIS BAGI
RUANG-WAKTU FISIS

Sebelum menjawab pertanyaan dapat tidaknya topo-
logi ruang fisis berubah, sangat perlu dikemukakan
berbagai syarat yang menjadikan suatu ruang topolo-
gis atau manifol dengan topologi tertentu dapat dika-
takan sebagai ruang-waktu fisis. Ditinjau ruang-waktu
relativistik berdimensi-K yang merupakan manifol
mulus (terdiferensialkan) dan disemati metrik semi-
Riemann g dengan tanda Lorentz. Yaitu, pada titik
p, jika g(A,A) > 0 untuk vektor A, maka terdapat
vektor Bi, dengan i = 1, ...,K − 1, pada p sedemikian
hingga {A,B1, B2, B3, ...} adalah saling ortogonal dan
g(B,B) < 0 untuk setiap i. Metrik tersebut menen-
tukan struktur kerucut cahaya bagi ruang-waktu [10],
dan manifol adalah ruang-waktu hanya jika tersemati
metrik yang seperti itu. Kemudian, di bawah kondisi
yang bagaimana manifol mulus mengizinkan metrik
Lorentz terdefinisi di mana-mana? Manifol mulus ter-
sebut akan selalu dianggap mempunyai struktur topo-
logis yang dikehendaki (parakompak, Hausdorff, dan
terdiferensialkan). Karena setiap manifol terdiferen-
sialkan mengizinkan metrik Riemann berhingga posi-
tif dan terdefinisi global, maka pertanyaan selanjutnya
adalah apakah diperlukan tambahan persyaratan lain

untuk mendapatkan metrik Lorentz terdefinisi santun
di mana-mana? Untuk menjawab pertanyaan itu, di-
tinjau metrik Riemann berhingga positif g∗, manifol
mengizinkan metrik Lorentz jika dan hanya jika me-
dan berarah V tak lenyap di mana-mana sedemikian
hingga setiap titik ditandai oleh satu dari sepasang
(A,−A), dengan A adalah vektor tak nol. Diberikan
eksistensi bagi medan berarah V , kemudian sebuah
metrik Lorentz g didefinisikan oleh

g(B,C) = g∗(B,C)− 2g∗(A,B)/g∗(A,A) (2)

untuk semua vektor B,C. Terlihat bahwa g(A,A) >
0, sehingga A adalah bak-waktu, dan jika g∗(A,B) =
0, yaitu A⊥B, maka g(B,B) < 0 dan B adalah bak-
ruang.

Ketika manifol tidak kompak, manifol itu selalu
mengizinkan medan berarah tak lenyap di mana-
mana. Namun ketika manifol kompak, medan yang
seperti itu diizinkan jika dan hanya jika “karakter-
istik Euler”-nya sama dengan nol [11] (Pembahasan
singkat mengenai karakteristik Euler dihadirkan di
dalam Lampiran A). Ungkapan yang terakhir inilah
yang berperanan penting dalam membahas perubahan
topologi [1]. Misalnya, karena bola berdimesi-4 mem-
punyai karakteristik Euler sama dengan 2 (pers.(A.2)),
tidak ada ruang-waktu dengan topologi S4, dengan
kata lain, manifol kompak itu tak mengizinkan adanya
metrik Lorentz. Meskipun demikian, tidak berarti
tidak ada ruang-waktu kompak berdimensi-4, misal-
nya S3 × S1 atau S1 × S1 × S1 × S1, dengan alasan
sebagaimana diberikan oleh pers.(A.3).

4 APAKAH PERUBAHAN TOPOLOGI
SPASIAL DAPAT TERJADI DI DALAM
FISIKA?

Sekarang, ditinjau perubahan topologi ruang fisis di
dalam konteks ruang-waktu relativistik klasik. Untuk
sederhananya, tinjauan hanya untuk ruang fisis ter-
tutup, yaitu ruang kompak tanpa batasan. Misalkan
terdapat manifol kompak M berdimensi-(d + 1) de-
ngan ΣI dan ΣF sebagai batas saling asing (ΣI dan
ΣF kobordan), pertanyaan selanjutnya adalah apakah
metrik Lorentz dapat disematkan pada M berkenaan
dengan ΣI dan ΣF adalah bak-ruang?

Sebagaimana yang telah dijelaskan di atas, jika ΣI
dan ΣF adalah kobordan, maka kobordisme M mengi-
zinkan metrik Lorentz jika karakteristik Euler bagi M
sama dengan nol, χ(M) = 0. Meskipun demikian,
masih ada kualifikasi yang berkaitan dengan keber-
adaan medan vektor tak nol di mana-mana di dalam
M yang titik-titik ke luar dari ΣI dan masuk ke ΣF .
Untuk dimensi kobordisme (d+1) genap, persyaratan
χ(M) = 0 masih cukup, tetapi untuk (d + 1) gasal,
yang secara otomatis χ(M) = 0, terdapat kaidah
seleksi tambahan yaitu χ(ΣI) = χ(ΣF ) (kaedah
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Reinhardt-Sorkin). Berikut ini akan dihadirkan be-
berapa contoh.

Di dalam dua dimensi, manifol kompak yang meng-
izinkan metrik Lorentz hanyalah torus, silinder, botol
Klein, dan pita Möbius. Kecuali untuk pita Möbius,
semua manifol itu mempunyai χ = 0. Meski-
pun demikian, homologi bagi pita Möbius sama de-
ngan silinder. Secara topologi, pita Möbiusi se-
tara dengan bidang proyektif dengan interior cakram
yang dibuang. Dalam bentuk seperti itu, terlihat
bahwa pita Möbius adalah contoh bagi ruang tertu-
tup berdimensi-1 yang mengembang dari ada menjadi
tidak ada atau dari tidak ada menjadi ada (Gambar
2a). Karena torus dan botol Klein tertutup, keduanya
mewakili (di dalam wakilan umum) ruang berdimensi-
1 yang berkembang menjadi dirinya sendiri, sementara
silinder adalah kasus bagi ketiadaan perubahan topo-
logi. Metrik Lorentz yang berbeda juga dapat dise-
matkan pada silinder sedemikian hingga diperoleh pe-
lenyapan atau penciptaan pasangan S1 (Gambar 2b)
[12].

Gambar 2: a) Ruang tertutup yang mengembang dari ada
menjadi tidak ada atau sebaliknya, dari tidak ada menjadi
ada. b) Penciptaan/pelenyapan pasangan S1. c) Peng-
gabungan/pemisahan ruang berdimensi-2 [1]

Karena S1 adalah manifol berdimensi-1 tertutup,
hanya kasus perubahan topologi di dalam ruang-waktu
berdimensi-2 yang tidak melibatkan pelenyapan dan
penciptaan yang ruang dipisah atau digabung seba-
gaimana ditunjukkan di dalam Gambar 2c. Untuk
menghitung karakteristik Eulernya, perhatikan bahwa
lingkaran (m + n) mengikat sebuah luasan, tetapi
(m + n − 1) bagi mereka tidak mengikat. Karena
itu, b0 = 1, b1 = m + n − 1, dan b2 = 0, de-
ngan b0, b1, dan b2 berturut-turut adalah cacah Betti
berimensi-0, 1, dan 2 (lihat Lampiran A), sehingga
χ(gabungan atau belahan berdimensi-2) = 1 − (m +
n − 1) + 1 = 2 − (m + n). Untuk m + n > 2,

χ < 0, sehingga metrik Lorentz tidak dapat dise-
matkan pada manifol. Karena itu di dalam ruang-
waktu berdimensi-2 ruang tertutup tidak dapat terjadi
pemecahan atau penggabungan, dengan kata lain tak
mungkin terjadi perubahan topologi secara fisis untuk
ruang-waktu yang demikian itu.

Di dalam ruang-waktu berdimensi-3, cacah lengkap
untuk manifol tertutup berdimensi-2 terorientasi da-
pat diberikan. Dua manifol berdimensi-2 terorientasi
dan tertutup adalah kobordan, dan manifol kompak
berdimensi-3 mempunyai χ = 0 karena berdimensi
gasal. Karena itu manifol terorientasi dan tertutup
berdimensi-2 adalah kobordan Lorentz, yaitu kobor-
disme mereka mengizinkan metrik Lorentz. Tetapi
jika salah satu dari ruang berdimensi-2 itu dibolehkan
berkembang menjadi yang lain (dapat terjadi per-
ubahan topologi), maka kaedah seleksi Reinhardt-
Sorkin χ(ΣI) = χ(ΣF ) harus juga dipenuhi. Mes-
kipun demikian, setiap manifol berdimensi-2 terorien-
tasi dan tertutup adalah setara topologis dengan bola
bergagang-g (g > 0). Dengan kata lain, setiap manifol
yang seperti itu sama dengan Tg, sebuah torus dengan
g lubang di dalamnya. Untuk torus yang demikian,
b0 = 1, b1 = 2g, b2 = 1, sehingga χ(Tg) = 1− 2g + 1 =
2 − 2g, yang menyiratkan bahwa χ(Tg) 6= χ(Tg′) de-
ngan g 6= g′. Aturan seleksi melarang suatu Tg ber-
kembang menjadi Tg′ , g 6= g′.

Tidak seperti manifol tertutup berdimensi-2, dua
manifol berdimensi-3 tertutup adalah kobordan, de-
ngan sebuah kobordisme terorientasi atau tak ter-
orientasi. Tetapi dimensi kobordisme adalah genap,
sehingga tidak secara otomatis χ = 0, sebagaimana
yang telah ditunjukkan untuk kobordisme berdimensi-
3. Meskipun demikian, di dalam kasus ini, dua ma-
nifol berdimensi-3 tertutup adalah kobordan Lorentz.
Untuk menunjukkannya, diperkenalkan gagasan jum-
lahan tersambung (connected sum) bagi dua manifol
M dan M ′; ditulis sebagai M#M ′. Untuk mem-
bentuk M#M ′, bola terbuka berdimensi-d dicuplik
dan dibuang dari M dan M ′, dan kemudian dua
batasan hasilnya (batas dari daerah yang tercuplik di
dalam M dan M ′) diidentifikasi. Karakteristik Eu-
ler dari jumlahan tersambung itu dapat diperoleh de-
ngan menggabungkan sisi M dengan sisi M ′. Misal-
nya, untuk 2 dimensi, diambil sisi berbentuk bujur-
sangkar, pada penggabungan itu 2 sisi, 4 ujung dan 4
rusuk lenyap, sehingga χ(M)+χ(M ′) berubah dengan
dχ = d(ujung)− d(rusuk) + d(sisi) = −4− (−4)− 2 =
−2. Dengan demikian diperoleh

χ(M#M ′) = χ(M) + χ(M ′)− 2. (3)

Sebagai contoh, ditinjau kasus bidang projektif (RP2)
dengan sebuah lubang di dalamnya. Ruang ini meru-
pakan jumlahan tersambung antara RP2 dan cakram
tertutup D2. Karena χ(RP2) = 1 dan χ(D2) = 1,
maka pembentukan jumlahan tersambung bagi kedua
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ruang itu menyusutkan karakteristik Euler bagi RP2

menjadi nol, χ(RP2#D2) = χ(RP2) + χ(D2) − 2 =
1 + 1− 2 = 0.

Secara umum, hubungan (3) juga berlaku untuk ma-
nifol kompak berdimensi genap. Misalnya, di dalam
4-dimensi, diperoleh [13]

χ(S2×S2) = 2× 2 = 4, χ(S1×S3) = 0, χ(CP2) = 3.
(4)

Karena itu, jika χ(M) = −|2d|, maka dapat diperoleh
manifol kompak (dengan batasan yang sama) dengan
χ = 0 melalui penjumlah-sambungan secara beruntun
dengan S2 × S2. Jika χ(M) = |2d| maka dapat di-
lakukan hal yang sama dengan S1×S3, mengingat jika
χ(M) gasal, pertama diperoleh χ(M#CP2) = genap
dan kemudian diproses sebagaimana sebelumnya.

Dua manifol berdimensi-3 tertutup adalah kobor-
dan. Karena itu, mereka dapat dibuat kobor-
dan Lorentz, yaitu jika ΣI dan ΣF adalah manifol
berdimensi-3 tertutup dan terorientasi, maka terda-
pat ruang-waktu berdimensi-4 kompak dengan ΣI dan
ΣF sebagai batasnya. Dari sudut pandang topologi,
tak ada batasan pada ruang berdimensi-3 yang ber-
ubah topologinya; ini menyangkut ruang berdimensi-
3 yang terpecah maupun tergabung sepanjang ruang-
waktu berdimensi-4 tersambung [12]. Sebagai contoh,
ruang-waktu Lorentz dengan sebuah cabang bagi alam
semesta yang bercabang dua adalah CP2 − 3 bola,
dan karakteristik Euler bagi bola berdimesi-4 adalah
1, sehingga χ(CP2 − 3 bola) = 0. Dimungkinkan
untuk mendapatkan medan vektor bak-waktu sedemi-
kian hingga medan itu mengarah dari S3 yang me-
wakili masa lampau menuju ke yang mewakili masa
depan.

Masih tentang ruang-waktu berdimensi-4, sekarang
bagaimanakah jika manifol tertutup ΣI dan ΣF mem-
punyai topologi yang berbeda? Teorema Geroch [13]

menyatakan bahwa jika hal itu terjadi maka ruang-
waktu M mengandung kurva bak-waktu tertutup atau
jika tidak maka M haruslah tidak terorientasi secara
temporal (mengandung singularitas). Teorema itu
menyiratkan bahwa perubahan topologi harus dibayar
dengan mahal. Perlu dilakukan pengamatan menge-
nai pengaruh kondisi energi realistik pada perubahan
topologi; khususnya, perlu meninjau teorema Tipler
untuk gejala berkondisi energi realistik yang tidak me-
mungkinkan terjadinya perubahan topologi. Di sini
hal itu tidak ditinjau lebih jauh karena tafsiran me-
ngenai kondisi tersebut masih kontoversial, sementara
pembahasan dalam ranah topologi murni telah lebih
dari cukup.

Teorema Geroch menyisakan ganjalan yang cukup
serius terkait dengan diizinkannya kurva bak-waktu
tertutup atau ketakorientasian temporal. Ganjalan
itu muncul karena gagasan kurva bak-waktu tertu-
tup tidak memungkinkan untuk mendefinisikan medan

kuantum pada ruang-waktu dengan kurva seperti itu.
Pertama, ruang-waktu terorientasi temporal jika dan
hanya jika ruang ini mengizinkan medan vektor bak-
waktu tak lenyap dan kontinu di mana-mana. Jika
ruang-waktu tidak terorientasi secara temporal, maka
tidak mungkin membagi kerucut cahaya menjadi masa
lampau dan masa depan dengan cara konsisten dan
kontinu secara global. Terkait dengan hal itu Callen-
der [1] mengemukakan tiga pengamatan:

1. Meskipun ruang-waktu terorientasi secara tidak
temporal, namun secara lokal, masih terorientasi
temporal, dalam pengertian bahwa di sekitar se-
tiap titik terdapat lingkungan terbuka yang ter-
orientasi secara temporal (sepanjang pengamat
tinggal di dalam lingkungan itu). Sepanjang alam
semesta yang teramati adalah terorientasi tempo-
ral, keorientasian temporal lokal mungkin telah
cukup sekalipun ruang-waktu tidak terorientasi
temporal (secara global);

2. Ruang-waktu terorientasi tak temporal adalah
ruang tersambung tak sederhana, karena itu ter-
dapat ruang-waktu dengan metrik yang sama
yang tersambung sederhana (ruang liput univer-
sal bagi ruang-waktu) sehingga terorientasi tem-
poral. Kecocokan bagi kesimpulan itu adalah
bahwa jika pengamat berfikir bahwa ruang-waktu
tidaklah terorientasi temporal, maka dia akan
tahu bahwa terdapat ruang-waktu yang (dalam
pengertian tertentu) rukun dengan bukti penga-
matan yang sama dan masih terorientasi tempo-
ral. Jadi dia tidak pernah dipaksa oleh penga-
matan (sendirian) untuk beranggapan bahwa
ruang-waktu adalah tidak terorientasi. Hal itu
mungkin saja, tetapi tidak berarti bahwa ruang-
waktu terorientasi akan terorientasi secara tem-
poral;

3. Keorientasian tak temporal dan keberadaan
kurva ruang-waktu tertutup adalah dua sifat
yang saling bebas. Ruang-waktu silinder (de-
ngan sumbu bak-ruang) dan ruang-waktu Gödel
adalah dua contoh ruang-waktu terorientasi tem-
poral dan mengandung kurva ruang-waktu ter-
tutup. Sementara ruang-waktu de Sitter eliptik
adalah contoh ruang-waktu terorientasi tak tem-
poral tetapi tidak mengandung kurva bak-waktu
tertutup.

Butir 3 di atas menyiratkan bahwa perubahan to-
pologi masih dapat terjadi tanpa menyertakan kurva
bak-waktu tertutup, yaitu dengan mengizinkan ke-
orientasian tak temporal. Di samping itu, Sorkin
[14] telah menunjukkan bahwa pembuangan keorien-
tasian temporal mengeliminasi keberlakuan kaedah se-
leksi Reinhardt-Sorkin untuk dimensi gasal. Sayang
sekali, peralihan ke ruang-waktu tak terorientasi tidak
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memberikan banyak kebebasan. Sebagaimana yang
telah ditunjukkan oleh Borde [12], masih terdapat be-
berapa batasan yang cukup tegas pada perubahan to-
pologi; bagian dari kasus yang ruang muncul dari ke-
tiadaan atau menuju ketiadaan, perubahan topologi
selalu melibatkan keberadaan kurva bak-waktu tertu-
tup (sepanjang ruang-waktu kompak).

Meskipun demikian, pernyataan di atas tidak me-
ngatakan bahwa tidak ada sesuatu yang perlu dikaji
lagi terkait dengan dapat tidaknya ruang-waktu fisis
mengalami perubahan topologi [15]. Misalnya, ditin-
jau model alam semesta Hartle-Hawking yang meru-
pakan salah satu dari model alam semesta yang tidak
mempunyai batas [16]. Contoh sederhana dapat diran-
cang terkait dengan model tersebut yang mempunyai
perubahan topologi tanpa kurva bak-waktu tertutup.
Misalnya ruang (RP4 − bola), karena χ(RP4) = 1
maka χ(RP4 − bola) = 0, analog dengan pita Möbius
berdimensi-4. Pita ini mempunyai batas tunggal yang
dapat diambil sebagai hiper-permukaan akhir bagi
ruang-waktu. Dengan menentukan medan berarah
bak-waktu tegak-lurus dengan batasnya, dapat digam-
barkan model Lorentz bagi kosmologi Hartle-Hawking
dengan perubahan topologi tetapi tanpa kurva bak-
waktu. Horowitz [17] dan yang lainnya telah menunjuk-
kan bahwa jika metrik menuju nol pada titik-titik ter-
isolasi, yaitu jika metrik yang ditinjau adalah merosot,
maka perubahan topologi dapat terjadi tanpa kurva
bak-waktu tertutup (meskipun pada manifol terorien-
tasi temporal).

Sebagai contoh terakhir, teori Kaluza-Klein men-
coba untuk memberikan penjelasan geometris menge-
nai berbagai simetri tera dalam bentuk simetri geo-
metris bagi dimensi ekstra yang kompak. Di dalam
teori asal, ruang-waktu berdimensi-5 digulung sepan-
jang dimensi bak-ruang ekstra, yang memberikan to-
pologi R4 × S1. Karena itu tera elektromagnetik
terkait dengan transformasi geometris sepanjang S1.
Jika dimasukkan interaksi lemah (teori elektrolemah
U(1)×SU(2)) maka diperlukan paling sedikit tiga atau
lebih dimensi kompak, dan jika interaksi kuat juga
dimasukkan maka paling sedikit ditambahkan tujuh
dimensi. Misalnya dianggap ruang fisis adalah kom-
pak dan terorientasi, aturan seleksi χ(ΣI) = χ(ΣF )
menyiratkan perubahan topologi bagi dimensi bak-
ruang kompak berdimensi-10 [1].

5 SIMPULAN

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan bahwa
ruang topologis atau manifol yang tidak kompak se-
lalu dapat dijadikan sebagai ruang-waktu fisis. Semen-
tara manifol kompak dapat dijadikan sebagai ruang-
waktu fisis hanya bila karakteristik Euler-nya sama de-
ngan nol. Selanjutnya, terkait dengan kemungkinan
terjadinya perubahan topologi spasial, untuk ruang-

waktu kompak tanpa batasan M berdimensi genap
((d + 1) genap) dengan ΣI dan ΣF adalah kobor-
dan bak-ruang, perubahan topologi spasial dapat ter-
jadi apabila karakteristik Euler bagi M sama dengan
nol, χ(M) = 0. Tetapi untuk (d + 1) gasal, yang
otomatis χ(M) = 0, perubahan topologi dapat terjadi
jika dipenuhi kaidah seleksi Reinhardt-Sorkin, yaitu
χ(ΣI) = χ(ΣF ).

Meskipun dapat dilakukan pengeliminasian kaedah
Reinhardt-Sorkin untuk dapat terjadinya perubahan
topologi bagi ruang-waktu berdimensi gasal, na-
mun pengeliminasian itu masih menyisakan beberapa
batasan yang cukup tegas. Batasan itu muncul terkait
dengan kehadiran kurva bak-waktu tertutup (sepan-
jang ruang-waktu kompak) untuk setiap perubahan
topologi yang terjadi.
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LAMPIRAN

A Karakteristik Euler dan Homologi

Karakteristik Euler adalah sifat polihedron. Dalam
tiga dimensi, polihedon mempunyai muka atau sisi
berdimensi-2, rusuk berdimensi satu yang meru-
pakan batas atau tepi bagi sisi, dan ujung (vertex)
berimensi-0 yang merupakan ujung-ujung rusuk (lihat
Gambar A.1). Mereka selanjutnya disebut sebagai,
berturut-turut, muka berdimensi-2, muka berdimensi-
1, dan muka berdimensi-0. Untuk dimensi yang lebih
tinggi, polihedron berdimensi-d dapat juga mempu-
nyai muka berdimensi-(d−1) yang dibatasi oleh muka
berdimensi-(d−2), sedangkan muka berdimensi-(d−2)
itu dibatasi oleh muka berdimensi-(d−3), dan seterus-
nya. Jika Di adalah jumlah muka berdimensi-i untuk
polihedron berdimensi-d, maka karakteristik Euler χ
bagi polihedron itu adalah

χ = (−1)iDi; i = 0, 1, ..., n− 1. (A.1)

Gambar A.1: Tetrahedron (berdimensi-3) dengan 4 sisi, 6
rusuk, dan 4 ujung (vertex), sehingga mempunyai karak-
teristik Euler χ = 4− 6 + 4 = 2

Untuk manifol kompak M , semua polihedron yang
secara topologis setara (homeomorfis) dengan M
mempunyai karakteristik Euler yang sama (ungkapan
yang tersirat dari teorema Poincaré-Alexander [18]).
Karena itu, karakteristik Euler bagi M dapat dihi-
tung dari karakteristik Euler bagi suatu polihedron

yang homeomorfis dengannya. Misalnya, karena per-
mukaan bola S2 homemorfis dengan permukaan tetra-
hedron, maka χ(S2) = χ(tetrahedron) = 4− 6− 4 = 2
sebagaimana ditunjukkan pada Gambar A.1. Dengan
cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa

χ(S2m) = 2, χ(S2m−1) = 0, untuk m > 1. (A.2)

Karakteristik Euler bagi produk langsung dua atau
lebih manifol diberikan oleh

χ(M1 ×M2 × · · · ) = χ(M1)× χ(M2)× · · · . (A.3)

Karena itu, meskipun S2 dan S1 × S1 mempunyai
dimensi yang sama, namun Karakteristik Eulernya
berbeda, yaitu, berturut-turut, χ(S2) = 2 dan χ(S1×
S1) = 0.

Selanjutnya, akan dibahas sekilas mengenai karak-
teristik Euler dipandang dari teori homologi. Penghi-
tungan dengan menggunakan teori ini didasarkan
pada cacah kurva tertutup bebas (kurva tanpa
batasan) yang bukan merupakan batasan bagi daerah
berdimensi-2. Cacah kurva yang seperti itu disebut
sebagai “cacah Betti” (Betti number) bi bagi mani-
fol atau benahan ketersambungan; merupakan inva-
rian topologis bagi manifol. Jumlah kurva tertutup
bebas di dalam 2-dimensi mempunyai cacah Betti b1.
Dua kurva yang demikian itu tidak bebas jika ke-
duanya bersama-sama membentuk batas bagi daerah
berdimensi-2. Pada bola, semua kurva tertutup me-
ngikat luasan dan homolog (tak bebas), sedangkan
pada torus terdapat tiga macam kurva tertutup, se-
bagaimana yang ditunjukkan oleh Gambar A.2a.

Gambar A.2: a) Kurva tertutup pada torus (a, b, dan c).
b) Kurva tertutup pada torus bergenus-2 (a - g)

Di dalam Gambar A.2a, kurva a mengikat luasan,
sedangkan kurva b dan c tidak. Kurva yang mengi-
kat suatu luasan adalah kurva yang dapat dikontraksi
atau dideformasi secara kontinu menjadi sebuah titik.
Kurva b dan b′ tidak bebas, artinya kurva b dapat
dideformasi kontinu menjadi b′ atau sebaliknya (atau
kurva b setara dengan kurva b′), sedangkan b dan c
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bebas, sehingga terdapat 2 kurva tertutup bebas yang
tidak mengikat luasan, karena itu b1 = 2. Untuk torus
bergenus-2 (Gambar A.2b), kurva a, b, c, dan d adalah
empat kurva tertutup bebas yang tidak mengikat lu-
asan. Kurva e nampaknya juga kurva tertutup bebas,
namun a, e, c bersama-sama mengikat luasan yang ber-
akibat e bukanlah kurva bebas. Jadi untuk kasus ini
b1 = 4. Perlu dicatat bahwa kurva f mengikat lu-
asan karena f dan g saling tidak bebas sementara g
mengikat luasan.

Selanjutnya, ditinjau permukaan tanpa batas (per-
mukaan tertutup) yang tidak mengikat sebuah vol-
ume. Karena bola S2 dan torus T 2 berdimensi-2,
maka tak ada volume sebagai bagian dari mereka
sendiri. Karena itu, di dalam setiap kasus terdapat
satu permukaan bebas yang seperti itu, dan cacah
Betti berdimensi-2 adalah b2 = 1. Cacah Betti yang
lebih tinggi bi adalah jumlah permukaan berdimensi-i
yang tidak mengikat daerah berdimensi-(i + 1) bagi
manifol. Jadi untuk manifol berdimensi-2, bi = 0,
untuk i > 2 . Karena dua titik bersama-sama
mangikat suatu kurva, maka kedua titik itu tidaklah
saling bebas. Karena itu, di dalam manifol tersam-
bung b0 = 0 atau 1 [18].

Teorema Euler-Poincaré menyiratkan bahwa untuk
manifol M ber-dimensi-d, karakteristik Euler juga da-
pat dinyatakan dalam cacah Betti, yaitu

χ(M) = (−1)ibi, i = 0, 1, ..., n. (A.4)

Misalnya, untuk bola S2, b0 = 1, b1 = 0, b2 = 1, se-
hingga χ(S2) = 1− 0− 1 = 2. Sedangkan untuk torus
χ(T 2) = 1− 2 + 1 = 0.
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