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ABSTRAK

Dalam representasi suatu polytop, facet memainkan peranan yang penting sebab
karakterisasi dari facet akan merepresentasikan polytop. Facet adalah bentuk persamaan dari
pertidaksamaan-pertidaksamaan yang sah (valid inequalities) dari suatu polytop, sedangkan dari
valid inequalities tersebut dapat ditentukan ‘cover’ dari polytop tersebut yang berupa ‘strong
cover’ maupun ‘minimal cover’. Setiap strong cover mendefinisikan facet, tetapi tidak demikian
halnya dengan minimal cover. Dalam tulisan ini akan diberikan bagaimanakan cara agar suutu
minimal cover dari polytop P dapat menjadi facet dari polytop tersebut.

Kata kunci: polyhedron, polytop, knapsack, valid inequalities, facet, cover

I. PENDAHULUAN
alam riset operasi,
masalah knapsack masuk
dalam kategori bidang
optimisasi. Jika diberikan pertidaksamaan

berikut : Zajx_,. £ a, (1)

JjeN
dengan N={1,2,3,....n};
ayza,2a,2.2a,20; x; €{0,1}; j =
123,010, € N vj=0,1,2,...,n.
Himpunan P = conv { xe{0,1}":

Zajx y < a, } disebut polytop

JjeN

knapsack. Sebuah polyhedron PcR" adalah
himpunan titik tittk yang memenuhu
pertidaksamaan yang hingga, yaitu P =
{xeR":Ax <b}, dengan (A4,b) adalah m
x (n+1) matrix. Sebuah polyhedron yang
terbatas disebut dengan sebuah polytop.
Pertidaksamaan m L, disebut
pertidaksamaan yang valid untuk P jika
pertidaksamaan tersebut dipenuhi oleh semua
titk di P, Jikka m<7z, adalah
pertidaksamaan yang valid untuk P dan
I ={x € P:mx = m,}, I disebut dengan face

(muka) dari P dan kita mengatakan bahwa
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mx < ;ymerepresentasi I.Sebuah face dari P

disebut murni jika F# & dan F = P.

Sebuah  himpunan  dari  titik  titik
X,X,,...,x, € R®  disebut affinely

independent (bebas affine ) jika solusi yang
unik  dari

k

i=1 i=1

untuk i = 1.2,...k . Sebuah polyhedron 7’

persamaan  persamaan

r
0, Za. =0 adalah @, =0

i

disebut mempunyai  dimensi k,  dan
dinotasikan dengan dim ( P )=k, jika jumlah
maksimum dari titik titik yang bebas affine
di P adalah k + 1. Jika F’ adalah face dari P
dan dim (/) = dim (P)- 1, maka F disebut

sebuah facet dari 7.

Sebuah himpunan S ¢ N disebut sebuah

cover untuk persamaan (1) jika

>a, >a, )

Jjes

Jika F'={xeP:mx= rm,}adalah sebuah
facet untuk /2, maka /- disebut sebuah facet
yang kanonik jika pertidaksamaan yang

mendefinisikan ~ zx < 7, adalah dalam

bentuk Zx‘/ <k, dengan M < N dan ke

JjeM

Z" . Sebuah cover S untuk persamaan (1)

disebut sebuah minimal cover jika

Zajs @, (3)

Jje0

V' himpunan bagian murni ( dari S.
Himpunan £(S) = SU S dengan S ={j e
NS ra;2a,} dan a;, =max{a, jeS},

disebut Perluasan dari S terhadap N.

Fakta-fakta tentang strong cover berikut
didiskusikan dalam Wamiliana (1996).

Fakta-fakta: Sebuah himpunan ScN adalah
sebuah strong cover untuk (1) jika dan hanya

Jjika himpunan tersebut memenubhi:

1). Zaj > qa,

Jjes

ii). Z“i < a,, untuk semua himpunan
JjeQ

bagian murmni Q dari S

iii). Jika E(S)# N, maka Digel

J
Je(S\UheG)

a, dengan a, =max{a, j €S} dan
a, =max{a, j e N\[E(S)}.
Tulisan ini bertujuan untuk memberikan
kondisi kondisi tertentu agar suatu minimal
cover dari suatu polytop knapsack merupakan

juga sebuah facet, serta memberikan bukti-
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bukti dari teorema-teorema yang berkaitan

dengan hal tersebut.

Adapun  sistematika  penulisan  disusun
sebagai  berikut: Bagian |  memuat
pendahuluan yang berisi definisi-definisi dan
istilah—istilah yang akan digunakan dalam
tulisan ini serta tujuan dari tulisan ini. Bagian
Il mendiskusikan teori-teori yang akan
digunakan untuk mencapai tujuan tersebut
yaitu bagaimana membuat suatu minimal
cover agar menjadi facet, serta bagian III

berisi kesimpulan.

I1. Facet dari Minimal Cover

Seperti telah disebutkan sebelumnya bahwa
penentuan facet adalah sangat penting dalam
representasi polytop. Proses penentuan facet
itu sendiri banyak caranya, salah satunya
adalah dengan cara pengangkatan berurutan
(Sequentially Lifted Facet). Nemhauser dan
Wolsey (1988) menyatakan bahwa suatu
minimal cover dengan bilangan kardinal

tertentu adalah juga facet.

Sebelum membahas teori yang memberikan
kondisi kondisi yang diperlukan oleh sebuah

minimal cover untuk menjadi sebuah facet, di

bawah ini akan dibahas sebuah lemma yang
membantu dalam penyusunan bukti dari teori
yang akan kita gunakan.

Lemma 1: MisalkanS dinotasikan sebagai

family dari minimal cover untuk persamaan

AS'

(1) dan misalkan Q={xe R™: Y x, <
JEE(S)

1.S5es }, maka xe{0,1}" ~P & «x

€{0,1}"~Q.

Bukti : lihat Wamiliana (1996).

Balas dan Zemel (1978) dalam tulisannya
membuktikan bahwa setiap strong cover
mendefinisikan facet bagi polytop knapsack.
Tetapi, bagaimana dengan minimal cover?
Jelas, belum tentu semua minimal cover dart
suatu polytop knapsack mendefinisikan facet.
Ada beberapa kondisi kondisi tertentu yang
harus dipenuhi oleh sebuah minimal cover
agar minimal cover tersebut dapat
mendefinisikan facet dari suatu polytop

knapsack.

Lebih jauh, Balas dan Zemel (1978)
memberikan suatu prosedur yang
memberikan hubungan antara minimal cover
dengan facet dari polytop knapsack sebagai

berikut :
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Misalkan § = adalah minimal cover untuk

persamaan (1) dan misalkan N-§ =

{/,»-.-.J,} urutan sembarang dengan p = | N

Kn yang di definisikan secara rekursif

sebagai:
ji=1
% =S AT ij + Z Bx;s
Jes J=J1
Ji-1
Zulx,+2a X, Sa,—dg,
jes J=71
=0 ataul, jeSU{/l,.., -1
dengan L i 1,25p dan
B, = A‘]—l—:_I.,./'=./'],...ji~—1, maka
pertidaksamaan
&=

Facet yang didapat dari prosedur di atas
disebut dengan facet yang di angkat secara

berurutan (Sequentially lifted facets).

Dari prosedur di atas kita tahu bahwa
beberapa minimal cover dapat menjadi facet
dengan kondisi kondisi tertentu. Selain itu,
ada beberapa kondisi lain yang dapat juga
digunakan untuk mengubah sebuah minimal

cover menjadi facet dari polytop knapsack.

Beberapa proposisi dan teorema di bawah ini
akan memberikan kondisi kondisi tersebut .
Proposisi 1 : Untuk setiap minimal cover §
dan semuai eN-S, maka £ =/h dengan h
didefinisikan sebagai:

2 O =a-—a ¥ a,

jes-shal ¢ ;\ sh
Bukti :

Definisikan X sebagai

{ I, jeS-S§,,,

X, =

7 , dengan X adalah

0;j €8,

n+l
solusi  dari K,. KarenaX adalah layak
(feasible) dan berdasarkan definisi dari 4 dan
5= |S|-(hi 1), maka B, =|S|-1- = =h,
X juga optimal sebab dari definisi 4 dan

dari pengurutan anggota S, tidak ada solusi

1)

layak yang lebih besar dari
adalah sama dengan 1.

Proposisi 2: Untuk setiap barisan Q =
{/i»-sJ,}, O ©cN-S dan setiap barisan
Q={i-n)i},0sk<p, maka B(Q)<B,(0)

i=p+l..n
Bukti :

Setiap solusi layak untuk K ,(Q,) adalah

solusi yang layak juga terhadap K ,(();
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2,(0;) . Dengan perkataan

maka z,(Q)2

lain 5 ()< g ,(0))

Proposisi 3: Jika ¥ x + \“ ax <|5]-1

Jes

adalah pertidaksamaan yang valid untuk P,
maka @, <8 ,VjeN-§

Bukfti :

Asumsikan bahwa untuk beberapa i € N-S,

a,>f,. Dari prosedur penentuan facet

S|-1- =, dengan =,

1

secara berurutan, £, =

adalah nilai objektif dari problem knapsack

¢ <
Z“j".f =

J&s Jjes

K : max ij, kendala :

i

a,—da;, x;=0 atau 1, /e&S. Misalkan

¥ € R¥ adalah solusi yang optimal untuk

K,. Maka xeR" yang didefinisikan
X J €S
sebagai: o = Lij =i
10,/ eN\SUY)

memenuhi Ya X;Sa,, tetapt tidak

memenuhi pertidaksamaan dalam proposisi

karenaZﬂj + Zujﬁj =z+a,>|s|-1.

jeS jEN-S
Proposisi 4: Misalkan S adalah minimal
cover untuk persamaan (1) , %(S) adalah

perluasan dari S dan S/ adalah himpunan A

elemen pertama dari S, h = [,2,.., | S
Misalkan N dipartisi menjadi N, N ..., N,

, 4 =|5]-1, dengan

9
N,=N-ES), N, =ES)-YN, ,
h=2
={i e S){/Za L4 < Za Lh=
JeShHl
“)

definisikan m;=hNjeN, h=0,1,..q (5

Maka Zx+}:7:xs

jes 4

S" — ldipenuhi oleh

setiap tittk di P Lebih jauh, jika
i a, Sa —a,YVieNyh=01.5¢,

JeS\Sh-1

maka Tx + ¥ 7 * . S

jss 1 jens

=] (6)

adalah facet untuk P.

Bukti :

Pertama kita buktikan bahwa (6) dipenuhi
olehx € P jika (4) dan (5) terpenuhi dengan
menunjukkan bahwa tiap titik 0,1 yang tidak
memenuhi (6) dengan kondisi ini, juga tidak
memenuhi (1). Misalkan X tidak memenuhi

(6) dan misalkan/, = {j e N:X, =k},

k=0,1.

Jika Za >Za.,maka ZajZaO,atau

JeNnJ,, je\"r\J“
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x  tidak

memenuhi  (1). Sekarang,

asumsikan Za_l. <Zaj danz, =[S~ 1s

JjeNnJy, Jjes

erta definisikan vektor biner 0-1 sebagai

berikut :

(1) B/ =X, jika tidak dispesifikasikan oleh
(i1) dan (iii).

(i) i;,. =1-X,=1 untuk ; e/v, , dengan
N ; adalah himpunan bagian sembarang
dari N, N.J, dengan bilangan kardinal
AT A WA RS

(iii)ﬂ, =1-X, = 0 untuk
J 61\7,, c(N,NJ)), h=2,..,q dengan

ZhIN,,

h=2

.

dari  definisi, 3,, X, =1 untuk tepat

Slindeks j € N,.

Maka Zaj Zaﬂ Za S

jeN Jj&es
karena § adalah cover. Hal ini membuktikan
bahwa d tidak memenuhi (1). Kita buktikan

bahwa X, juga tidak memenuhi (1) dengan

menunjukkan bahwa

D a,X,~> a8 >0. Dari definisi 3,

JeN JjeN

kita dapatkan :
VRIS DI
Jjev 1=2 jeN, JeV, =2 jeN,

. dengan R, < N,  adalah disjoint dan

‘Rj'=h : V/'e/v,, , h = 2.4 Tetapi

Za,. < Za, <aq

i ER_ " ies),

. VjieN,,h=2..4,

untuk semua himpunan bagian R, C N,

dengan bilangan kardinal ‘Rj!=h. Kita tclah

tunjukkan bahwa (6) dipenuhi V x € P jika
(4) dan (5) terpenuhi. Sekarang kita
asumsikan bahwa

Da,<ay-a,YieN, h=0..q

JeS\S,,
terpenuhi. Sekarang kita tunjukkan bahwa (6)
mendefinisikan  facet untuk P dengan
mendapatkan n buah  vektor yang bebas

memenuhi

(6).

linear dart P yang

Z.r]. + szﬂj =18

jes JjeN\§
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Perhatikan matriks ukuran n x n berikut :

I AR T T -
|
T By
0 1, - 0- B
0 LR
0 0 C
A BB

dengan /, adalah matriks identitas dengan

orde 7, =|N,|, h=0...q; I,  adalah

r
matriks identitas dengan orde

p = n, =y — 1,0 adalah matriks nol dengan
dimensi yang sesuai , B,, h=0,.,q adalah
matriks dengan |S| kolom dan baris yang
identik dalam bentuk

b, =10 04 grodudas stugadly

dengan jumlah baris adalah p untuk /=1,
myuntuk h = 0 dan h - 2.4

C=(c;)adalah (7, +1) x (7my+1)

matriks . C adalah nonsingular dan det (X) =
det(/nq )x det(/,) xdet(C) xdet (]"0 ) #

0.

Maka n baris x' dari x adalah bebas linear

. Lebih jauh, ) 7,x! = h+ (7, ~h) = 7,.

JeN

Untuk vektor barisx’'yang berhubungan

dengan/,dan/, ,h=2,....q, dan vektor vektor

x'  memenuhi (6’) untuk barisan barisan
sisanya, karena baik C maupun B,
mempunyai tepat 77, entri yang sama dengan
I pada tiap baris, sementaraz, =1,Vj € N,
dan 7, =0,V € N;,. Maka (6’) dipenuhi
untuk tiap n baris dari x yang bebas linear.
Lemma 2 : Untuk jeQcN-S,
misalkan y ; adalah sembarang bilangan real,
dan misal Q = {j teyj < 7;} dengan 7,
adalah koefisien yang didefinisikan seperti
dalam proposisi 4. Maka untuk sembarang i
€ N - SuQ), masalah knapsack G, :
max 3, + Y7,

jsS JjeQ

kendala : Zajxj +Zajxj Rafsa,
Jes JjeQ

x;=0 atau 1,V je S UQ

mempunyai sebuah solusi optimal X

I, jeS-§,

sedemikian sehingga x, ={ 07 eS
> E“h
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untuk  beberapa
1<h<|S|~1dan X, =0,V jeQ"

bilangan bulat 4

Bukti:

Pertama kita tunjukkan bahwa dengan setiap
solusi optimal dari (s, yang tidak memenuhi
B I, jeS-S§, _

X, = e , kita dapat

‘ 0;j €S,

menemukan  solusi optimal lain yang
memenuhinya. Misalkan ©d adalah solusi

optimal dari (; yang tidak memenuhi
- _ L jES=S, )
X =9n . »dan misalkan & adalah

anggota terbesar dari § sedemikian sehingga

x,=0. Misalkan S, menunjukkan himpunan
yang merupakan k anggota pertama dari S,

4, 315 = k.

dan misalkan S, ={j €S,

Berdasarkan hipotesis, g,‘ #D, dengan

perkataan lain k, > 0. Karena h,ie S, h-i,

maka a, 2a;. Jadi, d yang didefinisikan
0,/ ESk-k(.

sebagai X ; =11j €SS, adalah solusi

d.,jeQ

yang layak untuk (,; yang memenuhi

dan karena

Zf. =Zﬁ_, , X juga optimal. Maka

jes jes

~ = ] jES—Sh

X memenuhi X, = 4 dengan
i 0 J E ‘Sh

h=k-k,.

Selanjutnya kita tunjukkan bahwa setiap

solusi optimal untuk (5, vang memenuhi

o I, jeS-S, _ "y
X == teta tidak
4 0,/ €S, B
memenuhi X, =0, V je Q', kita akan
mendapatkan solusi optimal
0;j €S,

lain yang

memenuhi X 4 :{ dan Xx ;

=0,V je0"
Misalkan X adalah solusi optimal untuk G,

a3 1, Al’ GS_A’gh
Y, =

yang memenuhi e
i 09.] Ebh

tetapi tidak memenubi X, =0, V je Q’, dan

misalkan O'={e glx,=1}. Dar

definisi koefisien 7,, a; 2 Zak ,Vje Q.

k sﬁ'@

Maka Zaj 2 Z(Zak)z Zak .Disini

JjeQ JjeQ keS, kes,
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p=Z7[j. Jika 1</h<

Jjed

S|—1, maka

p<h-1.Untuk p2>/h, maka

o N _
) jeQ jes-s,

B
Z“./ i1 Z“j = Z"j >"dy.-
JeS, JjesS-S, Jjes

Notasikan himpunan dari p indeks terakhir

dalam S, dengan  Sthp), atau  dengan

perkataan lain S(hp)=S, -5, ,,maka akan
kita dapatkan : Za Z a, . Sekarang
jeQ /eS(hp\
0,0
definisikan X sebagai X =<1, j € S(/h, p).
Y9, lainnya
. 5 I, jeS-§,
Jelas ¥ memenuhi X, = b=
0/ E‘Sh

dan X, =0,V jeQ"
Dari  pertidaksamaan ch_i > Za ; dan
jeQ jeSth.p)
bahwa X adalah solusi layak, maka X juga
adalah solusi yang layak. Selain itu, karena
koefisien dari nilai objektif untuk tiap tiap X,
J&Sth,p) adalah 1, dengan p = Z/r .maka
jeQ

X mempunyai nilai objektif yang sama

dengan X, dengan perkataan lain, X adalah

solusi optimal.

Proposisi 5: Untuk setiap facet dari P yang

diangkat secara berurutan
P n,iel
U\ m +lied
m,iel ;
dan g, = .. Lebih jauh,
7 atau 7 +lie)

untuk setiap barisan O, ) < N-S, dan setiap
ieN-SCQ, B (Q)hanya tergantung dari
B,,J € Osedemikian  schinggafl, = 7 +1,
dengan perkataan lain

B(Q) = B,(O)dengan O={j € O\ §, + 7, +1)

Bukti :
Pertama kita buktikan
) miel,
bahwa f,= Dari
Tiaied

definisi 77, ,maka Zaj < a,;, dan karena S
JjeSy

adalah cover maka Zaj >a, —a,;. Untuk

jeS-S,,

Za L£4a,-a,< Za

JE.S S+l JeS-!

Karena itu

dari proposisi 1,7,=f,. Unuk jeJ,

kondisi Y a;, < a, - a, tidak

JjeS-S,+l

terpenuhi.
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Dengan perkataan lain

@y = @,< Zaj Dari  definisi 7, kita

J&Su+l

dapatkan Zaj >a,dan karena § adalah

JjeSy+l

minimal cover maka Za < a, —a, .Dari
JeS-8,+2

pembuktian ini dan dengan menggunakan
proposisi 1,  kita  dapatkan B,=7,+1.
Selanjutnya, kita tunjukkan bahwa barisan

sembarang  yang  digunakan  dalam

menghitung koefisien £, , je N -S, maka akan
kita dapatkan fi,=x, Vi el
Karena f3i, < f3,. dari proposisi 2
dan =7, iel, serta dari  prosedur
pengangkatan facet secara berurutan, yang
perlu kita tunjukkan hanya i, > 7,. Dengan
cara kontradiksi, misalkan hal ini salah, maka
untuk beberapa i & / dan beberapa barisan
Q={il. j2.... jg}, OcN-S§, B (D) < 7, - 1.

Notasikan Q U{i}=(Q" dan

dengan {i, jl, j2.., jq} dan

Zx.i + Zﬂ_/x_/ <

Jjes JeQ

S|-1 adalah facet deri

P, yang didapat dari barisan {i, j/, j2,..., jq}

)

dengan menggunakan prosedur pengangkatan

secara berurutan.

Karena /i € / dan i adalah elemen pertama

blzﬁl = 7m;. Maka

7

dari  barisan,
berdasarkan asumsi, 3, > pi.+1. Walaupun

demikian, karena S8, < i, solusi dari tiap

problem knapsack menghasilkan koefisien
B,.Jj = jn ju -y yang tidak berubah jika
variabel x, di buang. Maka, solusi ini sama
dengan solusi knapsack yang menghasilkan
koefisien B Karena itu

B, 2 /)’i,.+ldan;/;’l.=ﬂj,‘v’je/. Dengan

perkataan lain ij - Zﬁj.xj <|§ -1

Jj&S je
mendominasi M x, + > Bx, <IS-1.
Jes je"

Tetapi hasil ini kontradiksi dengan
kenyataan bahwa kedua pertidaksamaan

adalah facet untuk 7. Jadi B,=x, Viel

Selanjutnya kita buktikan bahwa untuk setiap

barisan yang digunakan dalam menghitung

S v Q' = V, maka pertidaksamaan

Zx, +Zﬁj.\', <|S|=1 adalah facet

Jjes JjeQ

untuk  P,. Ganti barisan { jl, j2.., jq, i}
2= Wamiliana
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koefisien f,, je N - §, akan kita dapatkan

Bozm N F ety SUntk ', i

€/, Za Sa,—a; tidak terpenuhi.

jeS=S5,+1

Dengan perkataan lain «¢,>q,- Zaj.
jeS=8,, +1

Sekarang kita pertimbangkan polytop

knapsack yang berdimensi (n+1) sebagai

berikut :

n+l

P = conv {x {0} : Za_].ij.aO}
J=1

yang didapat dari P dengan menambah

variabel X dengan  koefisien

n+l

a,, =a,— .d,. lelas bahwa S adalah

JjeS-8,+1
minimal cover untuk 7', dan koefisien £,
dan 7,, i € N-§ adalah sama untuk P dan P’,

sebab koefisien tersebut hanya tergantung

kepada koefisien «a; , j € § U{i}. Lebih

jauh,  dengan  pilihan ¢,,. maka

Zaj <a, —a; dipenuhiuntuk i = n+/.

jeS=8,,+1
' el ! s 1
Maka ﬁpm . ”n+] dan ﬂrul =T Selain

itu, dan definisi , 7. =7 Karena

i n+l

a, >ua dan dari proposisi 2 maka

n+l >

B.(Q)2 p,.,(Q)=r, untuk sembarang

barisan Q. Ini membuktikan bahwa S, > r,,
V i €J. Sebaliknya, B, < B, ,V ieN-
S, dari proposisi 2, f, = #, dan karena
semua koefisien adalah bilangan bulat , maka
B, =nm, atau 1, + 1.

Terakhir, berdasarkan lemma 2 kita dapatkan
£(Q)=B,(@) dengan

F={j€Q\ B, +x,+1}. Selain itu, jelas
bahwa  B,(0) =

adalah nilai dari solusi optimal untuk masalah
knapsack K| :

s ij ¥ Zﬂj'x.i
JjeS JjeQ

kendala : Zajxj +Zajxj S4,-4q,

jes JjeQ

S|=1-z, dengan z,

|

x; =0ataul ,j eSLQ.

Karena K, adalah dalam bentuk yang sama
dengan G, dari lemma 2, maka nilai fungsi
objektifnya tetap tidak berubah jika kolom j
€ O sedemikian sehingga ,Bj < 7; dibuang,

atau dengan perkataan lain, jika Q diganti
dengan é

. Misalkan S adalah minimal
cover untuk ( 1 ) dan pandang

pertidaksamaan

Teorema 1
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Tx + T ax <[S|-1 (7)

JES JENS

maka tiga buah pernyataan berikut adalah
benar jika paling sedikit dua diantaranya
adalah benar :

a. Pertidaksamaan 2x + ¥ wx S,Sl—l

J&s

adalah facet untuk P.

b. a,=n , jeN\S dengan 7, seperti
didefinisikan dalam proposisi 3.

c. X a<a-a,VieN, h=01,..,q

Bukti :

Dari proposisi 4, kondisi (b) dan (c¢) dari
teorema di atas menghasilkan (a).

Misalkan sekarang bahwa (a) dan (c) adalah
benar. Karena ( 7) adalah facet, maka (7)
adalah pertidaksamaan yang valid untuk P2,

dan dari proposisi 3, < ,BJ , J eN-S.

Karena

Y a<a-a,VieN,  h=0,1,. 4

JESSh-1 -
terpenuhi, untuk sembarang facet yang

diangkat secara berurutan dalam bentuk

DX+ D Bx, <I8]-1 3)

Jj&s JeN-§

akan kita dapatkan , berdasarkan proposisi 5
bahwa S, =,BJ =n,,VY jeN-S, karena

kondisi

Z,.aJ sa-a,YieNh=0L...q

mengimplikasikan bahwa

I'=N-S,j = & Karenaitu, (7)dan(8)
adalah pertidaksamaan yang valid ,

dengan a; < ,[)’, VjeN-S Maka (a)

dan ( c)menghasilkan (b).

Asumsikan sekarang bahwa ( a ) dan ( b )
benar, tetapi (c) salah. Karena ( ¢ ) salah ,
berarti

> a,<a,-a,NieN, h=0,1,..,q

jessho1 J

katakanlah untuk

i.eN-S, atau i,e J

tidak terpenuhi,
dalam notasi
proposisi 5. Jika sekarang kita mencoba
menghasilkan sebuah facet yang diangkat
secara berurutan yang berbentuk seperti
pertidaksamaan ( 8 ), dengan i, diletakkan
sebagai elemen pertama dalam barisan, maka
dari proposisi 5, B.=f.=m.+1 dan
untuk semua j e N-u { i}, B, 27;.
Tetapi pertidaksamaan ( 8 ) strictly dominan
terhadap pertidaksamaan ( 7 ). Hal ini
kontradiksi dengan asumsi bahwa
pertidaksamaan ( 7 ) adalah facet . Karena itu
jika (a) dan ( b ) benar maka ( ¢ ) harus

benar. Perhatikan disini bahwa kondisi
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X a,2a,-a,VieN, h=01,..4q

JeS\Sh-1

mengimplikasikan bahwa S adalah strong

cover.
Teorema 2 : Misalkan S dan S adalah dua

minimal cover yang berbeda sehingga‘g ’

S

dan E (S) = E( S). Untukj e N\S,

misalkan f,dan 7, adalah koefisien-koefisien
seperti didefinisikan pada proposisi 1 dan 4,
relatif terhadap S; dan untuk jeN\S
misalkan B',dan 7, adalah koefisien yang
berhubungan dengan S . Selanjutnya, untuk
dan untuk

J €S definisikan f,=7 =1

j €8 definisikan B', = =1, maka

jeS\E(S)
«%, § ® SPi S Brsem i,
NASUS

Bukti :
Karena Sc#(§), himpunan indeks dimana (a)
dinyatakan benar dapat kita partisi menjadi

tiga buah himpunan bagian : S U (£(S) A8 )=

S nS) U (S\S) U [(S\S) N E(S)].Untuk
ieS NS, maka kita dapatkan (a) dari definisi.

Sekarang ambil ieS \S, makaﬁ',.=7rl=l.

Nyatakan bahwa B.=1. Untuk
membuktikannya kita gunakan kontradiksi
dengan menganggap bahwa pemyataan

tersebut tidak benar. Ini berarti ,l_}, =0 atau

E",. 22.Jika ,_6~",=0 maka Zaj < a, - a;atau
jes-5

dengan perkataan lain (S —gl)u{i}adalah
bukan sebuah cover. Hal ini bertentangan
dengan kenyataan bahwa S adalah cover dan

i€f(S). Sebaliknya, jika S,

i

22, maka
(S —§2 )o{i} adalah sebuah cover dengan
bilangan kardinal |S|-1. Tetapi Sc(S)
berarti jika S={J,,/,,....j, }dan S ={
i, iy,...,i } dengan s = [S|= ]gl maka
a, za,,p=12..s, dan itu berarti S - {js;

adalah sebuah cover juga. Hal ini
bertentangan dengan minimalitas dari cover

S. Lebih jauh, kita nyatakan bahwa 77, = 1,

dengan perkataan lain :

>4, 54,< Y a ©)

JES, Jj&S;

56 > Wamiliana

Penentuan Facet Suatu Polytop ...



Pertidaksamaan pertama dari (9) dipenuhi

dengan fakta bahwa ieS'S berarti a,2a,,

VjeS. lJika pertidaksamaan kedua salah,
maka ( S “§2 )o {i} adalah sebuah cover

dengan bilangan kardinal |S]-1. Tetapi hal ini

tidak mungkin. Maka 7=7= S =4 =1,

ieSU(ES)NS), untuk  ieS\S.

Akhirnya, misalkan i eﬂS‘ig INE(S). Maka

7,= ;1. Nyatakan ﬂ., = 1 atau dengan

perkataan lain :

ZajSao—a,< Zaj (10)

JeS-8, Jjes-§,

Karena i € E(S) makaa, 2 d; dengan

a, adalah elemen pertama dari S. Sebaliknya

a,<ay,, karena ieSdan FE(S)ct(S).

1
Makaa, =a, dan karena itu

pertidaksamaan kedua dalam (10) terpenuhi
karena S adalah cover , sementara
pertidaksamaan pertama dalam (10)

terpenuhi karena S adalah minimal. Kita juga

nyatakan  bahwa z, = 1, atau
Zaﬂ £'a; <_Zaj (11)
,1‘58‘1 J.ES2

Pertidaksamaan dalam (11) terpenuhi dari

kenyataan ~ bahwa a, =a, karena
Za, =a, < Zai .Pembuktian ini
Jss, =)

melengkapi pembuktian untuk bagian (a) dari

teorema 2. Selanjutnya, untuk membuktikan

(b), perhatikan bahwa untuk i S, 7[.=BI, =]

i §

berdasarkan definisi. Nyatakan ,B’,.=l, atau

pertidaksamaan (5) dipenuhi untuk ieS -
E(S). Jelas bahwa i ¢F(S) mengimplikasikan
bahwa @, <a; dengan adalah elemen
pertama dan S, Maka pertidaksamaan
pertama dalam (10) dipenuhi karena S adalah
minimal cover, sementara pertidaksamaan

kedua dalam (10) dipenuhi karena
(S -8,)uli} termuat didalam £(S), dan
setiap himpunan dari |S| elemen dari £(S )
adalah cover. Akhirnya, 7z, = 0, karena
a;<a;, dan i ¢ S. Hal ini membuktikan
bagian (b) dari teorema 2. Sekarang, misalkan
ieN-Su S . Dari proposisi 1, B.=h dan B',. =k,
dengan / dan k adalah bilangan bulat terkecil

yang  memenuhi: Zaj < a, —a,dan

JeS-S,.,
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Y a,<a,—a,. Karena E(S)c E(S) dan

JeS=8¢.

a,za,, p= 12..5 makak < A atau

dengan perkataan lain B,. < B, VieN-SUS.
Sebaliknya, dari definisi, 7 =h dan 7 =k
dengan A dan k adalah bilangan bulat terbesar

yang memenuhi Zaj < a,dan Zaj £a,.
JjeS, isSy,

Maka k<hataur,<7,, VieN-SuS.
Lebih jauh, dari bukti bukti yang sebelumnya
kita dapatkan, 7, < B, danf3, < z, + 1. Hal

ini membuktikan bagian (c) dari teorema 2.

IIl. KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan lemma-lemma,
proposisi-proposisi dan teorema teorema
yang telah didiskusikan, dapat kita simpulkan
sebagai berikut :

- Setiap strong cover dari polytop knapsack
P mendefinisikan facet.

- Facet dari polytop yang berdimensi lebih
rendah dari P yang merupakan proyeksi
dari P , dapat diangkat dengan prosedur
pengangkatan secara berurutan untuk
menghasilkan facet untuk polytop P yang

berdimensi #.

- Jika diberikan minimal cover S dan facet
yang diangkat secara berurutan 7 untuk P
yang didapat dari S, maka perubahan
dalam barisan yang digunakan untuk
mendapatkan / hanyalah pada pergantian
posisi  koefisien j €J sedemikian

sehingga B, =, +1.
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