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MODEL MARKOV UNTUK MENGHITUNG
DISTRIBUSI PELUANG HIDUP MULTI STATE DENGAN ASUMSI LAJU TRANSISI
KONSTAN DAN SEPOTONG-SEPOTONG

Erwin
Jurusan Matematika FMIPA Universitas Sriwijaya

ABSTRAK
Penelitian ini membangun pendekatan umum untuk perhitungan distribusi peluang
hidup dalam terapannya untuk proses multi state. Metode yang digunakan berdasarkan bentuk
matriks untuk model Markov dengan waktu yang kontinu dengan asumsi laju transisi konstan.
Pada kasus ini, peluang didapat tanpa memperhitungkan jumlah state. Diperoleh beberapa hasil

berguna yang bertumpu pada asumsi laju transisi yang konstan atau sepotong-sepotong.

PENDAHULUAN
odel multi state banyak
terjadi di berbagai bidang.
Kasus yang paling

1. Hidup

L

sederhana hanya ada dua state yaitu hidup
dan meninggal, seperti yang ditunjukkan
dalam gambar 1, seseorang hanya mengalami

satu kali transisi.

2. Meninggal

Gambar 1. Contoh Model Dua State

Proses multi state dapat diterapkan dalam
asuransi jiwa untuk menentukan katagori
tingkat resiko seperti status merokok dan
kelompok tekanan darah, hal ini dilakukan

kerangka multi state. Dalam kasus yang
sederhana, program pensiun membutuhkan
state anggota yang masih aktif bekerja,
pensiunan dan yang meninggal seperti yang

oleh Toley dan Manton (1991). Program ditunjukkan dalam gambar 2.
pensiun dapat juga dimodelkan dalam
4.—
1. Aktif bekerja 2. Pensiun
3. Meninggal

Gambar 2. Contoh Model Tiga State
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Penelitian yang menggunakan model mult
state untuk menganalisis masalah aktuaria
cukup banyak. Jones (1994) menggunakan
model Markov untuk perhitungan aktuaria.
Pendekatan ini merupakan perluasan dan
teori proses Stokastik untuk menyelesaikan
masalah yang muncul dari metode-metode
tradisional yang bertumpu pada pendekatan
deterministik. Hoem (1972) merumuskan
sejumlah hasil yang baku dari kontingensi
hidup. Wolthuis dan van Hoek (1986)
menghitung nilai ekspektasi dan variansi dari
fungsi kerugian dalam model Markov. Tolley
dan Manton (1991) mengajukan model
morbiditas dan mortalitas yang terdiri dari
berbagai faktor risiko dalam model multi
state. Panjer (1988) dan Ramsay (1989) di
dalam model mortalitasnya individu yang
terinfeksi virus HIV menggunakan proses
Markov dengan state menyatakan stadium
infeksi. Waters (1984) membangun rumusan
untuk peluang dan taksiran  parameter

dengan model Markov.

Bowers, dkk (1997) telah
mengembangkan model distribusi peluang

hidup dari 2(dua) state yaitu hidup dan

untuk multi state dengan menggunakan model
Markov.

Proses Markov

Misalkan X(t) menyatakan state
seseorang pada waktu t > 0. Proses stokastik
dinotasikan dengan {X(t), t > 0}. Misalkan
ada sejumlah state yang dinyatakan dengan
1,2,...,k sebagai bentuk ruang state
{1,2,....k}. Ross (1996) mendefinisikan,
{X(t), t > 0} sebagai proses Markov jika
untuk setiap s, t 20 dan i, j, x(u) € {1, 2, ...,
k},

P{X(stt) = [ X(s) =1, X(u) = x(u) ,

0 <u<s}t=P{X(stt) =} X(s) =1}
Sebagai proses yang akan datang (setiap
waktu s) hanya bergantung pada state pada
waktu s dan tidak bergantung pada state
sebelum waktu s.

Konsep Dasar

Misalkan X (f) menyatakan state

seorang individu pada waktu (2>0.
Selanjutnya  dinyatakan dalam  proses
stokastik dengan {X(),# > 0}. Diasumsikan
bahwa ada sejumlah berhingga state yang

dilabelkan sebagai 1, 2, ..., k; schingga

meninggal. Yahdin dan  Erwin(2002)

o ) mempunyai  ruang  state {l, 2,..., k}.
membangun model distribusi peluang hidup
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Misalkan,  {X(r), > O}scbagai  proses

Markov jika untuk setiap s,/>0 -dan
i j,x(u)efl, 2, k},
P{X (s +t) = j|X )=, X()=x(u)0<u< s}

= P{X(s+0) = j|X(s)= i}

Sehingga, proses setelah waktu s hanya
tergantung pada state di waktu s dan tidak
bergantung pada state proses sampai waktu s.

Fungsi peluang transisi didefinisikan

sebagai:
py(s,5+1) EP{X(s+t) = ]{X(s) =i}, Lj€E {L 2A, k}

dan asumsikan bahwa

k
D pls,s+0)=1,V120

J=1

Asumsikan juga bahwa ada limit dari

(L t+h) =06,
pﬂt):}ﬁ;py( ) =9, ije{l, Ak}
dengan
8y =1 famd

Jika i# j,p,;(f)menyatakan laju transisi

dari state i ke state j. Untuk s, ¢, u >0,

pi(s,s+t+u)=
k

Zpi,(s,s +Op,(s+i,s+t+u)l,j € {L 2A, k}

)
(1)

Persamaan ini dikenal dengan Persamaan

Chapman-Kolmogorov.

Laju Transisi dan Fungsi Peluang
Transisi dengan menggunakan persamaan
maju dan mundur Kolmogorov adalah
P k
Ep,.j(s,s+t)=§p,,(s,s+t)pb.(s+t) Q)

dan
a k
é;p,.j(s,s-l-t) = —Zp,.,(s)p,j(s,s+f) “ (3)
I=1 '

dengan  syarat batas  p,(s,5)=0,.
Umumnya, sistem persamaan diferensial
harus diselesaikan menggunakan pendekatan

numerik.

METODOLOGI

Langkah-langkah yang akan dilakukan untuk

penelitian ini :

1. Mengkaji secara teoritis model Markov
dan Distribusi Peluang Hidup untuk
kasus multi state.

2. Membangun rumusan model Markov

konstan

untuk Laju Transisi

menggunakan metode matriks
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Dekomposisi untuk menyatakan matriks
peluang transisi.

3. Merumuskan distribusi peluang hidup
sebagai kombinasi linier dari fungsi
eksponensial.

4. Membangun model Markov untuk Laju
transisi dengan asumsi konstan sepotong-

sepotong.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Model Laju Transisi Konstan

Misalkan diasumsikan bahwa
Ui(1)=p4; untuk setiap . Proses Markov
disebut sebagai Waktu Homogen atau
Stasioner. Asumsi laju transisi yang konstan
mengakibatkan waktu berada dalam masing-
masing state akan berdistribusi eksponensial.
Demikian pula, fungsi p;(s s+ sama untuk

setiap s > 0 dan cukup ditulis sebagai p;(?).
digunakan  bentuk

matriks untuk menyatakan laju transisi dan

fungsi peluang transisi. Misalkan O adalah

Selanjutnya

matriks &k x k dengan (ij) elemen dari y; dan
P(1) adalah matriks & x k dengan (i,j) elemen
dari  py(1).

menghasilkan

Penurunan persamaan (1),
persamaan Chapman-

Kolmogorov sbb.

P(t +u)= P(t)P(u) 4)
Demikian juga berdasarkan persamaan (2)

dan (3), persamaan diferensial Kolmogorov

diperoleh:
P'(¢) = P(t)Q ©)
dan
P(t)=QP(t) ©6)

dengan syarat batas P(0)=]. Persamaan (5)
dan (6) mempunyai solusi

P(t) = e

=1+Q5+Q;2 +A

Hasil ini terbatas karena barisannya
mempunyai konvergensi yang lambat. Jika O
mempunyai nilai-nilai eigen, d;, d» .., di
maka Q=ADC dengan C=A", D=diag(d,, d,,
.., dy dan kolom ke-i dari matriks A4
merupakan  vektor eigen kanan yang
Sehingga

bersesuaian  dengan  d,.

menggunakan nilai-nilai eigen diperoleh :
P(t) = Adiag(e® A ,e*")C (7

Selanjutnya, akan diilustrasikan
penerapannya dalam kasus model multi state
dari gambar 2 yang merupakan kasus tiga

state, diperoleh :
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= (4, + ) Hio Hiz
Q= Ha = (Mg + Hy3)  Hy:
0 0 0

Nilai-nilai eigen dari matriks Q adalah solusi
dan

O

AP H{ 4+ 1514, 8 X ottt =
Persamaan (7), dapat ditulis sebagai:

k
p, ()= Zamcnjed"' (8)
n=1

Dalam gambar 1, kasus dua state,

diperoleh matriks:

| T H2 M
sehingga d;= -, dan d, = 0. Vektor-vektor
eigennya adalah (/, 0)’dan (1, 1)’. Sehingga

dan

Dan persamaan (7), diperoleh:

P(t) = Adiag(e® ,e™")C

1 1fe of1 -1
o1 o 1jo 1
r—e THt ] T ]

0 1

Sehingga,
p11(’) = e_#utaplz(t) =1 _e"ﬂngpzz(t) =1
dan p, (1) =0.

Model Laju Transisi Konstan Sepotong-

sepotong

Selanjutnya, Asumsi di atas yang
menyatakan bahwa laju transisi konstan akan
dibatasi waktunya sehingga asumsi yang akan
dipakai adalah laju transisi konstan sepotong-

sepotong.

Misalkan (1) =4, jika t € [ tp,
t,), untuk m=I, 2, .., dengan 1=0.
Selanjutnya  dimisalkan  pula  p;”()
menyatakan fungsi peluang transisi pada
interval waktu fu, u+1) yang berada dalam
interval [t,., f,). Dalam bentuk matriks,
dinyatakan O™ dan P™(1). Definisikan m,
sebagai bilangan bulag sedemikian hingga

{1, St<t, dan dan persamaan (4),

diperoleh
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Rs =P (t, =$)P™ o 1, WP, )
)

Sehingga, matriks peluang transisi dapat
dihitung bila diberikan s dan ¢ Langkah
pertama adalah menentukan A™, D™, dan
C™=A™)" dari O™ untuk setiap m,
selanjutnya  hitung P™(1) menggunakan
persamaan (7). Akhimnya dicari P(s, 1)

menggunakan persamaan (9).

Sebagai ilustrasi, sebuah proses
Markov dengan asumsi laju transisi konstan
dalam masing-masing usia (tahun). Misalkan
44" adalah laju transisi dari state i ke state j
untuk seseorang individu berusia antara x
dengan x+/, dengan x adalah bilangan bulat
non negatif dan i, j € {I, 2, .., k}. Laju
transisi dapat digunakan untuk membentuk
matriks O%, dari sini dapat ditentukan A%,
C® dan D”. Misalkan p;” menyatakan
fungsi peluang transisi dari i ke j yang
bersesuaian dengan interval usia dari x ke
x+~1. Misalkan akan ditentukan rata-rata
waktu tinggal di state j antara usia 30 dan 40
tahun dari seorang individu yang berada di

state / pada usia 30. Pernyataan ini dapat

dimodelkan dengan :

39 x+1

J p,(30.0dr = 3 [ p,(30.0)dr
x=30 %

39 x+l %
B Z .[ Zpih(?’o,)()p}(;)({_x)d{

x=30 x h=1
dari persamaan (1)

k x+1 k

- ZzpthO x)j- Za(:)c,(;)ed,,(”(z_x)dt

x=30h= © i

dari persamaan (8)

x+1

_ ZZ (30, x)Za;;’ o [ e gy

x=30h= *

X}

- ZZp,,,@O x)Za,‘,;’ ,‘;’ d“" (10).

x=30h= n=1

dengan p;,(30, x) adalah elemen (3, 4) dar

P(30,x) = ﬁpm )

»=30

x-1 .
= [[4¥diag(e®” A ,e*" )

y=30

ay? adalah elemen (h, n) dari matriks A”;

¢\ adalah elemen (n, j) dari matriks C™;

ll/

dan d " adalah elemen (n, n) dari matriks

D”. Bentuk matriks persamaan (10) dapat

ditulis sebagai:
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P(30,0)dt =
40
39 dl{x) di-x)
e =1 e
5[)ZP(3O,x)A dzag[ O
x=30 1 k

KESIMPULAN
Kesimpulan dari penelitian ini
adalah:
1. Dengan menggunakan asumsi laju
konstan  didapat

persamaan diferensial Kolmogorov

P'(t) = P()Q dan P (f) = QP(f)de

transisi sistem

gan syarat batas P(0)=I[. Sistem

persamaan ini mempunyai solusi
P(t)=e?
Q 2 ! 2

2!

=1+Qr+ +A

Barisannya mempunyai konvergensi
yang lambat. Jika Q mempunyai
nilai-nilai eigen, d;, d5 ..., d;, maka
0=ADC dengan C=A", D=diag(d,
ds, ..., di) dan kolom ke-i dari matriks
A merupakan vektor eigen kanan
d;.

bersesuaian  dengan

yang
Sehingga menggunakan nilai-nilai

eigen diperoleh :

P(t) = Adiag(e® A ,e™")C

_ 1] o

 ISSN: 1410-7058

2. Model Multi State untuk asumsi laju
transisi konstan sepotong-sepotong
yaitu,
=" jika t € [ Ly, 1), untuk
m=1, 2, ..., dengan 1,=0 diperoleh

Rs,0)=P™t, ="t ~L, AP™ ()
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