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ABSTRAK

Telah dilakukan analisis gejala chaos pada dobel pendulum. Analisis dilakukan dengan
grafik times series, diagram ruang fasa dan plot Poincare. Diperoleh tiga karakteristik
utama dinamika gerak: periodik, quasiperiodik dan chaos. Masing-masing keadaan
dicapai bila dimasukkan kondisi awal posisi dan momentum yang bersesuaian.

PENDAHULUAN

alam bidang ilmu-ﬁsika,

dinamika gerak dengan

dua derajad kebebasan
atau lebih dapat menunjukkan gejala chaos.
Cbntoh sistem yang paling populer, yang
mcenunjukkan gejala chaos pada bidang ilmu
fisika adalah pendulum sederhana dengan
redaman dan gaya luar. Masih banyak lagi
sistem fisis yang dapat menunjukkan gcjala
chaos. Dalam tulisan i1 akan dibahas sistem
fisis  yang cukup sederhana, namun
diharapkan dapat menunjukkan perilaku
chaos, yaitu dobel pendulum.

Persamaan gerak dobel pendulum ini
diturunkan dengan menggunakan fungsi
Hamilton H(g,p;f), sehingga akan diperoleh
persamaan diferensial orde pertama yang
terkopel. Selanjutnya persamaan gerak yang

berbentuk diferensial inilah yang akan

diselesaikan  secara  numerik  dengan
menggunakan metoda Runge-Kutta ordc-4
dan dibuat program perangkat lunaknya
menggunakan bahasa pemograman Visual
Basic.
Dinamika Hamiltonian

Perumusan Hamiltonian adalah suatu
teknik yang ampuh dan efektif untuk analisis
persoalan dinamika (Rasband, 1997) . Pada
perumusan Hamiltonian dari dinamika klasik,
sistem dilukiskan oleh pasangan pcrsamaan
diferensial orde pertama untuk sctiap derajad
kebebasannya, yaitu variabel kanonik g; dan
momentum konjugate p;.  Secara normal
Hamiltonian untuk setiap persoalan harus
dibangun melalui perumusan Lagrangian.
Prosedur formalnya mengikuti urutan berikut
(Goldstein, 1980):

e Pilih kumpulan koordinat umum g

Langrangian L(q,,q,,t) dibangun.
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¢ Momentum  konjugate  didefinisikan

sebagai fungsi dari g,,q, dan 1 oleh:

CLg,,q,.1)
p, = M

s

= Untuk membentuk Hammitoman digunakan

persamaan:
H(g.p.n=q,p,-Lq.q0n ()

e Persamaan (2) kemudian dibalik untuk
memperoleh ¢ sebagai fungsi dari (4,p,4).

e Hasil dan langkah i atas kemudian
digunakan untuk mengeliminasi ¢ dari H,

sehingga ekspresi dari / 1tu sendiri adalah
fungsi dari (q,p, 7).

Untuk  Hamiltonian  H(q,, ....qx
P ... pyJ evolusi waktu dari koordinat kanonik

ditentukan oleh 2N persamaan kanonik

berikut:

- OH oH . \

q,:{ dan pi:—LH i~ 1.N 3)
, g,

Koordinat kanonik dari suatu sistem
dinamik dengan N derajat kebebasan
menjangkau ruang 2N dimensi yang disebut
ruang fasa (phase space) dari sistem. Dalam
ruang fasa ini suatu keadaan dari sistem
dicirikan oleh sebuah titik tunggal.

Sebagai contoh, kita tinjau sistem
dengan satu derajad kebebasan dengan
Hamiltonian H(q,p) vang memenuhi

kekekalan energi dan sistem ini. Persamaan

Hamiitonian Afgqp) = komstan, secars
lengkap menentukan trajektori daiam ruang
(4.p). Untuk gerak terikat, maka semua
trajektorinya tertutup dan gerak sepanjang
frajekiort ini periodik.

Kemudian kita tinjau sistem dengan
dua derajad Kkebebasan, dicinkan oieh
Hamultoman Hig,py, 1= /. 2. Dalam kasus
i persamaan tunggal A = konstan tidak
menentukan jalan dari suatu trajektori dalam
ruang fasa 4d, dimana semua trajektori untuk
suatu energi yang diberikan terkurung.

Adanya ntegrai gerak  kedua
Ifgngp.py menentukan fypersurface 3d
fain yang mvarian dibawah evolust waktu.
Beberapa trajekiort vang diberikan terietak
pada perpotongan dua permukaan yang

t rr 7 *

diteniukan oleh & = konstan dan / = konstan.,
yaitu suaiu permukaan 2d dalam ruang 4d.
Permukaan ini mempunyai topologi sebuah
torus (Tabor, 1989) Karena sulit untuk
memvisualisasikan objek dalam ruang 4d
daripada objek 2d, maka kita berharap
melihat torus invarian ini muncui pada energi
hypersurface 3d dimana torus ini berbentuk
seperti donat.

Adanya integral gerak kedua 7/ juga
menyatakan secara tidak langsung adanya
suatu tranformast kanonik khusus dari
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koordinat kanonik ¢,,g:.p,p: ke koordinat
sudut aksi J,J»@n @ Dalam ruang
(91.q2p1p2). sumbu iokal J; tegak lurus dan
sumbu lokal ¢ menyinggung beberapa torus
invarian. Torus ini kemudian hanya
ditentukan oleh koordinat aksi J; dan gerak
titik fasa pada torus ditentukan oleh koordinat
aksi @i(1).

Karena torus seluruhnya terletak pada
energi hypersurface yang diberikan, maka
Hamiltonian dinyatakan dalam suku-suku
koordinat baru hanyalah fungsi dari variabel
aksi H(qrqapnpd - HUnJ.

verak kanoniknya dapat dituliskan dengan

Persamaan

hubungan :
J, = ot =0

i a¢ 4

; coH \ )
g = =,(/,./;)

Ketiadaan integral gerak kedua /
benar-benar membuka gerbang menuju gerak
kaotik. Trajektori ini tak lebih lama perlu
dikurung pada permukaan 2d dalam ruang
fasa dan mungkin dapat mengambil bagian
lebih kompleks pada energi hypersurface
tanpa melanggar syarat takberpotongan.
Demikian juga tak adanya koordinat sudut
aksi membuang kendala periodisitas dan
quasiperiodisitas dan membolehkan gerak

yang lebih kompieks, dicirikan oieh spektrum

intensitas kontinu.  Semua kemungkinan
kompieksitas baru ini diwujudkan dengan
trajektori chaotic dalam suatu Hamiltonian
yang tidak dapat diintegraikan

{nonintegrabie).

METODOLOGI

Perumusan dinamika dobel penduium
Tinjau sistem dengan dua derajad

kebebasan yang dicirikan oleh Hamiitonian

HigLgaprpy. Sebagai contoh sistem fisik

yang icbih realistik adalah dobel penduium.

seperti digambarkan di bawah ini:

:
X

Gambar 1. Dobel pendulum. Dengan

menetapkan m=1,1=1dan g =1.

Sistem ini mengandung dua benda
titik dengan massa m yang sama. Salah satu
benda titik tergantung pada suatu titik tetap
oleh sebuah batang tanpa massa dengan

panjang / dan yang lain digantungkan pada
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benda titik pertama oieh batang yang serupa. i980). Langkah-langkah untuk memperoich

(ithat Gambar 1). Energi total dari sistem ini persamaan gerak dari Gambar 1 adalah
adalah kekal, yang dalam hal ini diwakili oleh sebagai berikut. Empat koordinai kartesian
Harmiitonianmya. Kita akan menentukan {x;,ynx3y:) dan benda uttk  dapat
bahwa tidak semua trajekiori ruang fasa diekspresikan oleh dua suko koordinal umum
dikurung terhadap torus invarian. (G, oh), yartu:

Secara umum teknik untuk x; -, 5in 8 {5.a)
membangun Hamiitonian bagi suatu sistemn Yy = 20 - Iy cosb, {(5.b)
mekamka dapat dyumpar dalam buku teks Xs - 1y sin 6, - b sin 6 (5.¢)
mekanika kiastk{vicCauiey, 1957, Goidstem, Vo = 2 -1, cos8 - 15 cosbs (5.d)
Energi kinetik sistem diberikan olel

2 2 ) .
T=5mix,+y ) +imx,+y,)—iml* (261 +6:+26, 6:c08(8, - 6,))(6)

dan energt potensial dimyatakan oleh: I =m g/ {4 -2cos &, + cos 65 (7}
Lagrangi ian sistem dibentuk dart energi kinetik dmur‘dngx energi pOrcmbxal yaitu:

L=iml*(20:+6,+26, 6 cos )

(6, — 6,)—mgi{4 + 2cos b, +cosé,)

Momentum kanonik p, = &L/&6, konjugate terhadap koordinat ¢; = & diperoleh sebagai berikut:

P, = mI*(26,+ 6> cos(6, - 6,) (9.a) .
p, =mi* B2+ 6 cos(6, — 8,) (9.b)

Hamuiitonian atau energi total yang dibangun dari persamaan. 8 adatah:

H oo Loy 2Lt 2P5 =200 c08(g, — g5}

2 +mgl (4~-2cos ¢, —cos g,) (10)
1+sin“(q, - q,)

Persamaan gerak dari Hamiltonian di atas diperoich dengan menggunakan persamaan.3,

sehingga dihasilkan empat persamaan diferensial non linier orde pertama yang terkopeli, yaitu:
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Py~ P, cos{g; — q5)

q, =% - 11.a

" 1+ sin® (g, — )] (e
g, = 20— S = ) (11.b)

ml*[1+sin”(q, — q,)]
. —ppasing, —glrsin' (g, —g,)] | [P +2p; —2pp, cosig, —q,)]ising, —g,)cosg, —g, )] -
P, = 1 - 1 '22 21 2 LA 1 A 1. : 17 2 1 — 2mghing,)
ml[1+sin°(q, —¢,)] mi{l+sin (g, —¢,)}
(11.¢)
/’)7 _ PP, Sm’gl Aq-z )’[I‘Fsmz(‘]‘]’ “‘]3)]+ LD; +2p:: “szpz C(?S@_], _.‘{z)][“sm@:_qz)cos@h —{, )] _ mglsin@],)
- m{l+sin (g, —q,)1 ml(l+sin" (g, —q,)1 B
(11.d)

Penuiisan Perangkat Lunak

Program  simulasi  yang  dibuat

e

merupakan penyeiesaian numerik persamaan

diferensiai orde satu yang dirumuskan daiam

persamaan (1 1.a) sampai dengan (11.d).
Penyeicsaian  diiakukan  dengan

integrasi numerik menggunakan metode

Runge-Kutta orde-4 {Press dkk, 1996., Geraid
& Wheatley, 1994) dengan menetapkan

ukuran ketehinan or = 0.001. Algonitma yang
dipergunakan adaiah sebagai bertkut:
Step I, Ekspresikan persamaan gerak
dalam bentuk
‘)1 = ‘)1 (. 4. 9> Py P2)
é]z = ‘)2(’»‘11~‘12»Ph1’2)
Pl = P](’aqla‘hvl)hpz)

P2 = P2(6:4,,92, 1> P2)
Step 2. Berikan kondisi awal ¢4, 420,

Pro o dan tetapkan ukuran
keielitian di.
Step 3. Mulal sebualt foop
Step 4. Loop n kait
Step 3. Plot nuk-tntik (g, 4, (q.p/
dan (¢ ,q; dengan i = i.Z.
Step 6. Hitang: &g (i), kq(i}.
i!;'f)/(f} dan &p.fij. Dari
perumusan RK orde-4.
Step 7. Perbaharut g; g> p; pr
G g, [hy v 2ky - 2ky 0 ky G
g2 = g7 Iy =20 - 215 0 1] 6
pr € pr - fmy o 2my - 2my oyl 6
ps € prfng 2y 2ny -ngj 6
Step 5. Penambahan 1:
[oerdi
Siep 9. Akhir dari step 4 loop.
Step 10. Akhir dari step 3 loop.
Step 11. Selesai.
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JAN PEMBAHASAN

o>
&
tunl
s

Untuk meyakinkan bahwa perangkat

1

lunak yang telah dibuat berjalan dengan

-4

benar, maka difakukan validasi dengan

mengeksekusi program pada kondisi awai

terientu (Srivasiava, 1989).

-0.822 , g, = 14335, p; = 1.5422, dan p, =

|3V

0.0, diperoieh hasii seperti pada Gambar 2.

Dapat diamnan {a) trajektornt ¢,f¢/ berupa fungsi

sinusoidal yang periodik, {b dan d) piot ruang
fasa pi-g; yang berupa kurva sangat tertutup,
titik-tittk pada ruang fasa akan kembali lagi

kesuatu lintasan yang sama setelah suatu kali

™

ol (cy mind Painesre vano  hera
perioae, (¢} piot  Fomcare yang berups

berupa titik hampir “tunggal’j. Hal ini sesuat
dengan saiah satu referensi yang dipakat

{Srivastava, 1989

Gambar 2. Tampilan hasii eksekusi program. Dari kiri atas searah jarum jame (aj
grafik ¢; dan ¢, terhadap waktu (b) plot ruang fasa p¢,, (c) plot Poincare p;-¢;,

{(d) piot ruang fasa p;-q,.

Bertkut imi  dipaparkan  hasil
eksplorasi gejala chaos yang dapat
muncul dengan menerapkan kondisi awat
tertentu.

Pada Gambar.3 ditunjukkan hasil
simuiasi untuk kondisi awal g, = -0.65, ¢, =
1.4, p; = 0.6543 dan p, = 0.0, kumpulan

kondist awal ini bersesuaian dengan
Hamiltonian atau energi £, ~ 3.2448.
Gambar.3, jika diamati trajektori g.(1j
teriihat berjalan dengan pola yang periodik.
Dapat diamati juga pada plot ruang fasa (b)
dan (d), orbit trajektori berupa kurva tertutup

quasiperiodik dengan lima periode gerak
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Gambar 3. Hasil esksekusi program untuk kondisi awa ¢; = -0.63,
q,= 1.4, p; = 0.6543 dan p,= 0.0. Dari kiri atas searah
jaram jam: (&) tvajekiori §,{7j, (b dan dj plot ruang fasa
pi~qi (¢) plot Poincare p;-¢,.

Seteiah sistem bergerak dengan iima

kali pertode lintasan, titik-titk pada ruang

dengan memperhattkan piot  Poincare
{Gambar 3.¢), dan sini terithat sejumiah ttik
terbatas, hal m  mengisaratkan  sistern

ST ]

erperiiaku periodik atau quasiperiodik.

Datam Gambar 4., secara kualitanf
terithat trajetont g1} berjalan tidak pertodik.

i1

Dapat juga diithat pada grafik berikutnya
yaitu plot ruang fasa pi-¢,. yang menunjukkan
gejala chaos. Pengamatan iebih ianjut dapat
dijlakukan dengan memperhatikan = piot
Pomcare, di sim nampak jeias tok-titik ruang
fasa membentuk suatu pola terientn vyang

indah.
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Gambar 4. Hasil simulasi untuk kondisi awal: ¢,= 0.5236, 4,= 0.8727,
pr=1dan p;=1.5. Sistem yang menunjukkan gejaia chaos.

KESIMPULAN

[,

G2

Perangkat lunak yang dibuat telah dapat
bekeria dengan baik.

Perangkat lunak ini dapat dipakai untuk
mengeksplorasi  sifat-sifat gerak dobel
pendulum  vang  berpeniaku  periodik.
quasiperiodik maupun yang menunjukkan

eeiala chaos

Kondisi awal posisi dan momentum yang
menyebabkan sistem menunjukkan gejala
chaos, misalnya pada q, = 0,5236, q, =

0.8727, py = 1,00 dan p; = 1,50.

"
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