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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan mencari rumusan kesalahan pemotongan metode Adam Moulton pada
penyelesaian masalah nilai awal. Dengan menggunakan perluasan deret Taylor diperoleh besar

kesalahan pemotongan prediktor metode Adam Moulton adalah %hS f,” (£)dan besar

kesalahan pemotongan korektor metode Adam Moulton adalah — %W f"” &).
PENDAHULUAN

ersamaan diferensial ordo pertama berbentuk F(x,y,y’ ) = 0. Masalah nilai awal
terdiri atas sebuah persamaan diferensial dan sebuah syarat atau kondisi yang
harus dipenuhi oleh penyelesaiannya (atau beberapa syarat yang mengacu ke nilai
X yang sama jika persamaan itu berordo lebih tinggi). Mas;.lah nilai awal berbentuk y’ = f(x,y),

y(X0)=yo, dengan f diasumsikan sedemikian rupa sehingga masalah ini mempunyai penyelesaian

tunggal pada interval tertentu yang mengandung x,, (Kreyszig, 1988).

Jika rumus penyelesaian tersebut diperoleh, maka dapat dihitung secara numerik, baik secara
langsung atau menggunakan tabel. Untuk pendekatan semacam ini, Kamke (1978) dan sebuah
indeks tabel (Fletcher, Miller, Rosenhead dan Comre, 1962) dapat dipergunakan. Namun untuk
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penyelesaiannya terlélu ruﬁﬁt at%u] jlka rumus tersebut tidak ada, maka p'erlwu> diterapkan salah satu

metode numerik. Pemilihan metode numerik harus didasarkan pada masalah(termasuk tujuan,
sistem, dan pemodelan), besar kesalahan (galat), algoritma, analisis algoritma dan rancangan
program komputer.

Secara umum metode numerik yang dapat digunakan dalam menyelesaikan persamaan
diferensial terbagi dua, yaitu metode langkah tunggal (One- Step Method ) dan metode langkah
ganda (Multistep Method). Metode langkah tunggal ialah suatu metode vang pada setiap langkah
menggunakan hanya nilai-nilai yang diperoleh pada satu langkah, yaitu satu langkah sebelumnya.
Sebaliknya, suatu metode yang menggunakan nilai-nilai lebih dari satu langkah sebelumnya
dinamakan metode langkah ganda. Metode Adam Moulton termasuk dalam metode langkah ganda.

Rumusan kesalaban pemotongan metode Runge Kutta orde tiga dan orde keempat telah
dirumuskan Collatz,L (1966), khusus metode Runge Kutta orde lima dirumuskan Butcher (1964)
dan Rusniah (1998) telah menurunkan rumusan kesalahan pemotongan metode Adam Bashforth
tetapi dalam pembahasannya, kesalahan yang diperoleh merupakan kesalahan untuk metode Adam

Moulton. Untuk itu dalam Erwin & Ning Eliyati (1999) dan EliyatiN & Erwin (1999) telah

melakukan penelitian untuk menurunkan secara teoritis metode Adam Moulton dan mencan besar

kesalahan pemotongannya.

Kesalahan Numerik

Kesalahan numerik timbul dari penggunaan hampiran untuk menyatakan operasi dan besaran
matematika yang pasti. Menurut Chapra (1985), kesalahan meliputi kesalahan pemotongan dan
kesalahan pembulatan. Tetapi apabila ditinjau dari sumber kesalahannya, dapat dibedakan menjadi
kesalahan percobaan, kesalahan pemotongan, kesalahan pembulatan dan kesalahan pemrograman
(Kreyszig,1988).
Kesalahan numerik timbul dari penggunaan aproksimasi untuk menyatakan operasi dan besaran
matematika yang pasti. Kesalahan pemotongan terjadi karena tidak dilakukannya hitungan sesuai
dengan prosedur matematika yang benar. Kesalahan pembulatan terjadi karena tidak
diperhitungkannya beberapa angka terakhir dari suatu bilangan. Kesalahan percobaan ialah
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kesalahan yang dikandung oleh data yang digunakan, terjadi pada data yang diperoleh dari hasil

percobaan.

Secara umum, hubungan antara hasil sebenarnya dan nilai hampiran dapat dirumuskan

sebagai berikut :

Nilai Sebenarnya = Nilai Hampiran + Kesalahan
atau €= a- a

dengan € adalah kesalahan dari nilai sebenarnya (%) dan nilai hampiran ().

Scarborough (1966) memberikan hubungan antara kesalahan dengan jumlah angka signifikan
pada hampiran yaitu : €,=0,5 x 10 2-» 9, dengan n angka signifikan

Kesalahan pembulatan dapat dikurangi dengan menggunakan aturan/kaidah pembulatan yang
benar. Kaidah tersebut adalah buang desimal ke-(k+1) dan seterusnya. (a) Jika bilangan yang
dibuang lebih kecil daripada setengah satuan di dalam desimal yang ke-k, biarkan desimal ke-k
tidak berubah. (b) Jika bilangan yang dibuang itu lebih besar daripada setengah satuan di dalam
desimal ke-k, tambahkan satu desimal ke-k. (c) Jika bilangan yang dibuang itu tepat setengah
satuan, bulatkan ke desimal bulat terdekat.

METODOLOGI

Mengkaji secara teoritis penurunan rumus metode Adam Moulton
Menurunkan rumusan kesalahan pemotongan prediktor metode Adam Moulton
menggunakan perluasan deret Taylor.

¢. Menurunkan rumusan kesalahan pemotongan korektor metode Adam Moulton ~ menggunakan

perluasan deret Taylor.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Rumusan Metode Adam Moulton

__ Masalah nilai awal berbentuk :

y =fxy), y(xo)=yo (1)
dengan f adalah sedemikian hingga masalah ini mempunyai penyelesaian tunggal di dalam suatu

interval tertentu yang mengandung Xo.

Dengan mengintegralkan persamaan ini dari X, ke Xp +1 = Xp+h , diperoleh

X nel

[ feoyeenae= [y(xde = yx,,,) - y(x,) @

bila f diganti dengan sebuah polinom interpolasi ps;(x) yang berderajat tiga, schingga dapat
diintegralkan. Sebagai ps(x) diambil polinom yang berturut-turut, di titik-titik X,, Xn., Xo2, Xn.3
mempunyai nilai
fo = f(Xa,¥0), for = fxnyn),  (3)
o2 = f(Xa2,¥n2), fo3 = f(Xa3,Yn3)
ps(x) dapat diperoleh, misalnya, dari rumus beda langkah mundur Newton :
p(x) = £, + 1L, +12 r (DR, + /6 1 (r+1)(r+2) R £,
dengan r=(x-x,)/h. Integralkan ps(x) terhadap x dari x, sampai X,.;=X,+h. Ini sama dengan
mengintegralkan terhadap r dari 0 sampai 1, diperoleh

X opel

A _ 1 35 o2 303
il’3<")d"=”“n+2vfﬁu‘7 L5V @

Sebaiknya beda-beda itu diganti dengan suku-suku di dalam f :
&fn =fn-fo
R, =£,-2f1 + fua
. R, =£,-36 + 362 -fos
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Subsitusikan ini ke dalam (4) dan kemudian kumpulkan suku-suku yang sama. Berdasarkan (2),

diperoleh rumus langkah ganda:
. h
yn+lEyn+—2_z(55fn_59fn-—]+37fn—2_9fn—3) (5)

Persamaan (5) dinamakan prediktor (peramal).

Apabila persamaan (5) digunakan untuk mencari penyelesaian maka dinamakan metode Adam
Bashforth. Korektor(péngoreksi) diperoleh melalui penalaran yang sama yaitu mengintegralkan
polinom langkah mundur Newton p(x)yang berturut-turut di X1, Xn, Xn1, Xn2, Sama dengan f,.,,
f,, fo1, fi2; dalam hal ini £,y = f(Xp1,y*s1) dan f yang lain adalah seperti di dalam (3).

Penurunannya sangat mirip dengan penurunan (5). Perhatikan bahwa

1 1
D(x)= [, +1Vf, . + Er(r +)YViS, .+ —6—r(r +1)(r+2)V°f,., dengan r = (x-X.1)/h.
Selanjutnya integralkan terhadap x dari x,+, seperti sebelumnya. Ini sama dengan mengintegralkan
terhadap r dari -1 sampai 0. Diperoleh: '

1

xn+l~ 1
[ P =, = Voo =2V o =52 o)

Dengan menggantikan beda-beda itu di dalam nilai-nilai sebelumnya, akhirnya diperoleh rumus

korektor :

h .
yn+\ =yn +5—4'T(9fn+l +19fn _an~l +fn-2) (6)

dengan f*,,; = f{Xy41,y*ns1) dan yang lain adalah seperti di dalam (3).

Kesalahan Pemotongan Prediktor
Suatu diferensi digunakan untuk mengaproksimasi turunan :

fa= oW+ g f"'+" AT
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8h’ 16h*
+__._

4p? v
=f =-2nf'+—f'"-——f'" +... (8
fn—2 fn fn 2 fn 6 fn 24 fn ( )
Kemudian persamaan (7) dikalikan dua, lalu dikurangkan dengan persamaan (8), diperoleh
fn—2 -"2fn—l +fn

f= +hf,,“'—%h2fn'”+.,. )

h2
Untuk mencari kesalahan pemotongan dari prediktor, digunakan diferensi deret Taylor yang lebih
tinggi X,.; disekitar x,:

9 27 81 ;
=f, =3hf, '+ =R f"-—Rf""+—h'f "+ (10
fn -3 fn fn 2 fn 6 fn 24 fn ( )
Kemudian persamaan (7), dikalikan tiga lalu dikurangkan dengan persamaan (10), diperoleh:

Jos =300 =2/, +3h2f,,"—4h3f,."'+%h“f,.”+--.(11)

Lalu, persamaan (9) disubsitusikan ke persamaan (11) sehingga didapat:

-2 +
fn-3—3f.,_1=—2f,,+3h2[f"'2 hf"" & +hf,."'—{5h2f,.”+...J—4h’fn“'

39 ~
+=h*f"+. .
12 /s

-3 3 - .
f"“'= fn fn—l + fn-2 fn—3 +%hf"w+... (12)

h3
Dari persamaan (12) disubsitusikan ke persamaan (9), diperoleh:

27,5 1 4n-2_ n-3
PO AL ;f /

Kemudian persamaan (12) dan (13), disubsitusikan pada persaman (10), diperoleh:
. llfn - lsfn—-l +9fn-2 - 2fn—3

" 6h
Untuk memperoleh kesalahan pemotongan prediktornya dari persamaan (14), (13) dan (12)

1] i
+—hf"+..(3
n Ja (13)

6 _
+—h 7+ (14
>4 Iy (14)

disubsitusikan ke persamaan perluasan deret Taylor di titik x,.+,, diperoleh:
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Lk 251,
yn+1 ”yn+2_4[55fn —ngn—l +37fn-2 _9fn—3]+720h fn (§)+

251 v
Jadi kesalahan pemotongan prediktor metode Adam Moulton sebesar : ;,—2—6}25 [, (&)

Untuk mencari kesalahan pemotongan korektornya, digunakan deret Taylor dari titik x,
disekitar titik x,., dapat ditulis sebagai berikut:
W n’ h* n
= “hf A —f S at =S =S Tt
yn ‘yn+l fn+1 2 fn+1 6 f n+l 24f n+l 120f !

Dengan menyelesaikan yy.,, didapat :

h h? K’ h'
=y, +h - +—f" ="t Yt 15
yn+] yn |:fn+l 2 f n+l 6 f n+l 24f n+l 120f 1 :‘ ( )
Suatu diferensi digunakan untuk mengaproksimasikan turunan :
' h2 e h3 11 h4 v
fn:fn+l—hfn+l+ 9 f n+l” 6f n+|+24f n+1+...(16)
fn+l _fn h h2 h3 .
1 =___________+_ (3] — " +__ 1Vn+ +“. 17
fn+l h 2f n+l 6 f n+l 24f 1 ( )

Untuk memperoleh kesalahan pemotongan metode ini digunakan diferensi yang lebih tinggi. Untuk
itu diambil perluasan deret Taylor dari X,.; di sekitar Xas1:
4 8 16 ;
= —2hf' =R S ——R " A —h Vet U8
fn—l fn+1 fn+l 2 f n+l 6 f n+1 24 f 1 { )
Kemudian persamaan (16) dikalikan dua, lalu dikurangkan dengan persamaan (18), diperoleh:
7h*

fn——l —an = ._fn+l +h2f”n+1_h3f“‘n+l+ 12 fiv"+‘+~-'
(19)
-2f,+ ,
fcc"+1=fn—l };{n fn+l +hf'”n+)—%h2fwn+l+---

Lalu ambil perluasan deret Taylor yang lebih tinggi dari X, di sekitar Xu,
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1 9 ”' 27 (XX} 81 v v
fn-2 = n+l _3hf n+l+5h2f "+]—'?h3f n+l+§h4f n+l +mh5f n¢]+...(20)

Kemudian persamaan (16) dikalikan tiga, lalu dikurangkan dengan persamaan (20), sehingga
diperoleh: '

4
fn—z _3fn = _2fn+l +3h2f”n+l—4h3_f'”n+l+3?: fiv"_*_1+'~(21)

Lalu persamaan (19) disubsitusikan ke persamaan (21), diperoleh:

-2f, +
fo =30 =21, +3h2[f h’:" Joe +hf"',.+,—;72—h2f”n+l+..]

—4h{f";+r+%§h{f”mﬂ+“.

1 _f"+]—3fn+3fn—l_fn—2
f n+l T h3

Dari persamaan (22) disubsitusikan ke persamaan (19), diperoleh:
fn—l—zfn+fn+1 fn+1_3fn+3fn-—]_fn—2
h2 + h2
" _zfn+l_5fn+4fn—]_fn—2

f n+l = h2
Kemudian persamaan (22) dan (23), disubsitusikan pada persamaan (1 7),diperoleh:
llf 1_18f +9f_1“2f-2 6 -
‘o= alL. S —R it (24
f n+l 6h 24 f 1 ( )
Untuk memperoleh kesalahan pemotongan korektornya dari tiga persamaan (24), (23) dan (22)

+ %hfivnﬂ +... (22)

3 ; 7 ...
- TR S Ay
f n+l 2 f ] 12 f 1

11 ~
+—h f 0+ (23
2 SUnn+..(23)

disubsitusikan ke persamaan (15), diperoleh:

. h 19 5w
Yo =t g0 ¥19, =S, s |-

9 v
Jadi kesalahan pemotongan korektor metode Adam Moulton adalah — ;712—0/25 £, (&)
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KESIMPULAN

Penyelesaian dengan metode Adam Moulton lebih cepat dibandingkan dengan metode langkah
tunggal, karena dalam metode Adam Moulton hanya dibutuhkan beberapa nilai f yang baru per
langkah. Kelemahan metode Adam Moulton adalah metode ini tidak dapat dimulai sendin karena
dibutuhkan nilai empat nilai taksiran f;, f.;, f.>, dan fos.

. h
Yni1 = Vn +EZ(55fn -59f, . +37/,_, - 9.-3)
Metode Adam Moulton dapat menghasilkan nilai dugaan kesalahan, yang dapat diperolch dan

rumus korektor.

h e
yn+1 =yn+:22(9fn+l +19fn_5fn—-l + n—2)

2 4 v
Besar kesalahan prediktor 7—;—(1)h5 f,” (&) dan kesalahan korektor — %hs f.I(€).
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